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T20.

Losung:

Berechnen Sie die Zustandsdichte eines idealen Quantengases in einer Box mit harten
Wiénden und Kantenldnge L in

(a) drei Dimensionen.

(b) zwei Dimensionen.

(c) einer Dimension.
Geben Sie in allen drei Féllen auch den Zusammenhang zwischen Energie und Druck an.

Neben vielen anderen Wegen die Zustandsdichte D(E) eines solchen Systems zu ermitteln
werden wir die Summe iiber Besetzungszahlen als Integral approximieren und dann mit
Hilfe der entsprechenden k-Raum Quantisierung sowie der Dispersionsrelation auf ein
Integral iiber Energien umschreiben und die Zustandsdichte einfach ”ablesen”:

In allen Dimensionen gilt:
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Die Faktoren 2% schneiden jeweils nur den ”positiven Bereich”aus der d-dimensionalen
Kugel im k-Raum heraus (Dariiber kénnen wir gerne noch diskutieren aber ich finde
negative k-Vektoren machen fiir gebundene Zustédnde keinen Sinn da sie nur die globale
Phase édndern (Vgl. Vorzeichen von k bei periodischen Randbedingungen éndert Laufrich-
tung der Welle).



Zusammenhang zwischen Energie und Druck:

o

J=—PV = —/0 D(e)f(e)de

(E) = [~ eD@f(e)de

Mit D(E) = [ D(e)de sieht man schnell:

1 ~ .
D'P(e) = Ozlﬁ — D'P(e) = a,2+/€ — 2eD'P () = D' (e)
D?*P(e) = ay — D?P(€) = e — eD?P(¢) = D*P(e)
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D*P(e) = azy/e — D*"(e) = e — §€D (€) = D*P(e)

Damit ist auch schon das ”dimensional scaling” gezeigt:
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PV = ~(E)

T21. Betrachten Sie ein Spin-3 Teilchen im Magnetfeld |s.), mit s = +,— und H |+,) =
+upB|£.). Gegeben sei die Wellenfunktion
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(a) Berechnen Sie die Erwartungswerte der Energie fiir die folgenden Fille:

— Das System ist im reinen Zustand ¢;.

— Das System ist in einem Gemisch zwischen |+) und e |—), mit klassischen
Wahrscheinlichkeiten p. = %

Der Operator fiir eine Spin-Messung in z-Richtung .S, ist definiert iiber

Selt)=1-)  Sel=)=1+)

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert (S,) fiir die folgenden Félle:

— Das System ist im reinen Zustand ¢ .

— Das System ist in einem Gemisch zwischen |+) und €™ |—), mit klassischen
Wahrscheinlichkeiten py = %



Lo6sung:
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T22. Betrachten Sie ein ideales Bose-Gas in zwei Dimensionen (¢ = h%k?/(2m)).

(a) Berechnen Sie das grofie Potential, den Druck und die Teilchenzahl. Verwenden Sie
die Zustandsdichte aus Beispiel T21, und verwenden Sie geeignete g, (z).

(b) Berechnen Sie im Hochtemperaturlimes die Gasgleichung fiir das Quantengas bis zur
Quantenkorrektur erster Ordnung.

(c) Gibt es fir dieses System Bose-Einstein-Kondensation? Begriinden Sie ihre Antwort.

(d) Berechnen Sie die Warmekapazitét des Gases bei konstantem Volumen mittels Cy =
(OrE)n,v. Hinweis: Benutzen Sie die Formelsammlung fiir 0,¢,(z). Geschicktes Aus-
werten von (OrN )y liefert einen Ausdruck fiir (27'072)n v

(e) Leiten sie im Hochtemperaturlimes eine Quantenkorrektur erster Ordnung zum klas-

sischen Resultat fiir Cy ab.
mL?

Losung: Wenn wir die Zustandsdichte D(E) = T = D aus dem ersten Beispiel iibernehmen lasst

sich J einfach mittels partieller Integration als g, (z) schreiben:
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Die Ableitung nach p schreiben wir in eine z-Ableitung um:
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Weiters nutzen wir die ” Ableitungs Eigenschaft”von g, (2):



Damit ergibt sich (N) zu:

lim fu=—-00 — z=eM<<1
T—o0

Da p schneller divergiert als 3 verschwindet konnen wir im Hoch-Temperatur Limes g, (2)
fiir kleine 2z entwickeln:
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Wenn wir die Beitriage zu (N) der angeregten Zustdnde als auch die des Grundzustands
bei niedrigen Temperaturen (7" — 0, u — 0, z — 1) betrachten sehen wir das beide
Terme divergieren und somit nicht nur der Grundzustand makroskopisch besetzt wird. In
2D kommt es also zu keiner BE-Kondensation:
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Fir T > T, kann der Grundzustands Beitrag zu (N) vernachldssigt werden und wir
konnen einen Ausdruck fiir (3—;) ~,v wiefolgt finden:
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e) Fiir hohe Temperaturen entwickeln wir wieder:
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Zu kreuzen: 20; 21a, 21b; 22a, 22b, 22c, 22d, 22e



