Ubungen zu Fana2 WS11, 3Ubung

1. Eintopologischer RaunX(7") heil3t vollstandig regular, falls e¥ @) erfullt und
falls es zu jedemfbenenO € 7 und jedenx € O eine stetige Funktiof : X —
[0, 1] gibt, sodasg (x) = 1 und f(OF) c {0}.
Man zeige, dass Teilraume versehen mit der Spurtopolagievellstandig re-
gularen Raumen auch vollstandig regular sind.
Man zeige weiters, dass, falls die Abbildungus dem letzten Beispiel der 2ten
Ubung betarchtet als Abbildung vofiauf((X), versehen mit der Spurtopologie
als Teilmenge voM, ein Homodomorphismus ist, der Radrdann vollstandig
regular ist.
Schlie3lich zeige man, dass, weKnvollstandig regular ist, die Abbildung:
X — ((X) ein Homdomorphismus ist.
Hinweis: Zu jedelO € 7 undx € O betrachte mafme M : m(f) > %} N (X),
wennf wie in der Definition von 'vollstandig regular’ ist. Wiedgt diese Menge,
wenn man sie mit(O) und¢(x) vergleicht?
BemerkungM bezeichnet man auch als Stone-Czech Kompaktifiziereurg we
X vollstandig regular ist. Sie ist bis auf homdomorphe kopjene Kompakte
'Obermenge3X von X, die X dicht enthalt und sodass sich jede beschrankte
und stetige Funktion auf stetig nackBX fortsetzen lasst.

2. SeiQ ein kompakter T2-Raum undl : C(Q2) —» €( < B(H)) ein isometrischer
C*-Isomorphismus. Bezeichne nmift die o-Algebra aller Borel Mengen if.
Weiters seE das eindeutige regulare Spektralmaf¥(fdy A, H), sodass

M@=j%da¢eqm.

Man zeige: IsiA € Q offen und nicht leer, so giE(A) # 0.
Hinweis: Q is vollstandig regular!

3. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel 4e€ A, und setzés = E(A)H =
ranE(A). Sind¢1, ¢2 € B(Q, A), so zeige man, dasy p1dE]lc = [ [ ¢2dE]ls,
wenng(t) = ¢a(t), t € A.

Zeigen Sie, dass dabe{[ [ ¢dE]|c) C ¢(A).
Zeigen Sie weiters, dass fiuffene und nichtleera und¢ € B(Q, A), sodass|a
stetig ist, immer
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Hinweis: Nehmen Sie an, dagéx) p([f¢dE]|G) fur ein x € A. Zeigen Sie,
dass dann aucf(y) € p([f¢dE]|G) fur alle y aus einer kompakten Umgebung
A" von x. Wie stehenp([ [ ¢dE]|c) undp([ [ ¢dE]le) mit G’ := E(A")H in Ver-
bindung?

4. SeikE : A — B(H) ein Spektralmal fiQ, A, H) und¢ € B(Q, A). Man zeige,
dassi € o-p(fqﬁdE) (Punktspektrum) genau dann, weB((t € Q : ¢(t) = 1}) #
0. Dabei gilt rarE({t € Q : ¢(t) = 2}) = ker(ll — [ ¢dE).



Zeigen Sie weiters: IST € B(H) normal und istE das zuT gehorige Spek-
tralmaf3, und liegit € o(T) isoliert, dann folgtp(1) € o-p(f¢dE) fur jedes
beschrankte, messbate C — C.

. Mit der Notation aus dem vorherigen Beispiel zeigen Siesﬁ ¢dE genau dann
kompakt ist, wenn

Ye> 0= dimran(E({t € Q : [p(t)] > €})) < 0.

Was besagt diesgquivalenz, wenr = C furr einen normalef¥ € B(H) und
wennE das zuT gehorige Spektralmal? ist.

Zeigen Sie damit, das¥(¢K)¥?2 kompakt ist, wenrk ein kompakter Operator
aufH ist.

. Geben sie ein Beispiel eines selbstadjungierten undrdated normale e
B(H) an, sodaskl keine ONB bestehend aus EigenvektorenVdrat. (Hinweis:
Multiplikationsoperator auf einern?(u) filr ein geeigneteg.)

Zeigen Sie weiters, dass fur jeden kompakten und normatema®orT € B(H)
es eine ONB vomH bestehend aus Eigenvektoren gibt.

. SeiH = M) undT : D — Z(N) mit T((X)new) = (N - Xn)nerr, Wobei D =
{(Xn)nerr € E2(N) : (N Xn)new € £2(N)}. Zeigen Sie, das§ ein abgeschlossener
Operator ist, dh. dass der Graph vbrals Teilmenge votd x H abgeschlossen
ist.

. SeiAeine Banachalgebra umic A eine kommutative Unteralgebra. Man zeige,
dass dann aucB kommutativ ist.
Weiters seH ein Hilbertraum und! eine kommutative Unteralgebra v@&tH).
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Zeigen sie, dass der Abschluss in B(H) beziglich der schwachen Operator-
topologie eine kommutative Banachalgebra ist.
Die schwache Operatortopologie ist die von den Funktionale» (Ax,Yy) von

B(H) erzeugten initiale Topologie. Insbesonderetist A genau dann, wenn es
ein Netz @)ic gibt, sodassAix, y) — (Ax,y) fur alle x,y € H.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass #tic %, Be U, gilt, dassAB = BAe I !



