Ubungen zu Fana2 WS11, 4Ubung

1. Es seil ein beschrankter normaler Operator uB¢i € | eine irreduzible Fa-
milie beschrankter Operatoren auf (d.h. gilt fur einen abg. Teilraum von H,
dassBi(L) c L Vi € I, so folgtL = H oderL = {0}). WennT undT* mit allen
Bi, i € | kommutiert, so gilfT = Al fir ein A € C (Lemma von SHUR).

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass weBM\) immer entwedek | oder= 0O ist,
dann das Spektrum voh einpunktig sein muss, weni das zuT gehorige
Spektralmalfd auf(T) bezeichnet!

2. Seif(2) = X panZ" eine analytische Funktion mit Konvergenzradiug. Zei-
gen Sie, dass als Elemente von{oo]
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Zeigen Sie weiters, dassf € H,(D) genau dann, wenn
Sulfbgd%foz”lf(re“)l2 dt < +co. In dem Fall git (.Qu, =

lim - & [ f(re") - g(re") dt

Hinweis: Fur festeg gilt [fré")l? = lIMnowo(ENoanr"€™)(Th o amrmem)
gleichmafRig irt.

3. Seih(2) = X7, cnZ" eine analytische Funktion mit Konvergenzradius, sodass
SUpp IN(2)| < +c0 — man schreibh € H. (D). Zeigen Sie, dass durch, :
H>(D) — Hx(D), f — hf eine lineare und beschrankte Abbildung wohldefiniert
ist, wobeil||Th| < [lhlle := SUpp IN(2)].

Anmerkung: Sie durfen verwenden, dass das Produkt zwereNull analy-
tischer Funktionen mit Konvergenzradius jewellsl wieder eine analytische
Funktion mit Konvergenzradius 1 ist!

4. SeiH ein RKHR aufQ und sei¢ : Q — C eine Funktion. Zeigen Sie, dass
die lineare RelatiorT, = {(f;¢f) : f,¢f € H}in H x H abgeschlossen ist.
Bestimmen Sie mul;.

Zeigen Sie weiters, dass im Falle= D undH = H,(D) der Definitionsbereich
domT, C[Z] enthalt, wenn maig € H»(D) voraussetzt. IS€[Z] dicht in Hy(D)?
Warum?

Anmerkung:¢ : Q — C heil3t Multiplierer vonH, falls T, ein beschrankter,
Uberall definierter Operator ist. Im Falié = D undH = H; sind gemafl dem
vorherigen Beispiel alle € H., (D) solche Multiplierer.

5. Zeigen Sie, dass jeder Multipliergrvon Hy(D) schon inH. (D) liegen muss,
wobei||Tyll = [l¢lleo-

Hinweis: Zeigen Sie, das3 £)*ky = ¢(W)ky, W € D.

6. SeiG eine Gruppe. Eine Abbildunfj : G — C heil3t positiv definit, fallK :
GxG — C, K(s 1) = f(¢t™1) eine Kernfunktion ist, also (3.1) und (3.2) aus dem



Skriptum erfullt. SeH der zuK gehorige RKHR! Zeigen Sie zunachst, dass die
g ausH alle beschrankte Funktionen sind.

Bezeichndk € H jenes Element aus, sodassg|(t) = (g, k), g € H, so zeige man,
dasske(X) = f(X), x € G, wobeie das neutrale Element vda ist. Bestimmen
Sie in Analogie auchy(x) fur beliebiged € G.

SchlieB3lich zeige man, dass durth : spartks : s € G} — spanks : S €
G}, X Aks — X Akst eine lineare und isometrische Abbildung wohldefiniert
(MM ist, die sich zu einer unitaren Abbildung — audhgenannt —fortsetzen lasst.
Berechnen Siel;g)(x) furg € H,t,x € G.

. SeiH = L?([0, 1], 2) und
T ={(f;0): f € CYO0,1], f' € AC[O, 1],
f, 1,9 L%([0,1],2), f” = g (1 — fast tiberall)

Man zeige, das3 eine abgeschlossene lineare Relatiomtist. Weiters be-
stimme man mur, kerT,domT, ranT.

Hinweis fur die Abgeschlossenheit: Zeigen Sie zunactass
To={(f;0): f e CY0,1], f' € AC[O, 1],
f, f’,ge L%([0,1], 1), f” = g (1 — fast Uberall) f(0) = f'(0) = O}.

abgeschlossen ist, indem Sig explizit bestimmen. Vergleichen Sie und Tg
als Teilraume vord x H!

Werfen Sei auch einen Blick auf Korollar 16.6.4 und auf dieadéiolgende Be-
merkung in meinem Analysis 3 Skriptum.

. IstT C Hz_ein linearer Operator, dh. muil= {0}, so heil3fT abschlielbar, wenn
auch mull = {0}. Zeigen Sie, dass

T = {(f;g) € LY[0,1] x L?[0,1] : f e C}[0,1],9(x) = f'(0) + f f(t) dt}
0

nicht abschlieRbar ist.



