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SABINE HITTMEIR

Aufgabe 1. Sei Ω ⊂ Rn (n ≥ 1) ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1 und sei u0 ∈ L∞(Ω)
mit 0 ≤ k ≤ u0 ≤ K in Ω. Sei u eine schwache Lösung von

ut = ∆u+ u+(α− u) in Ω, t > 0,

u(0, x) = u0(x), in Ω

u = 0 auf ∂Ω, t > 0,

wobei u+ = max{0, u} und α > 0. Zeigen Sie: Es existieren m ≥ 0 und M > 0 mit

m ≤ u ≤M in Ω, t > 0.

Aufgabe 2. Seien Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet mit meas(Ω) > 0 und f ∈ L∞(Ω). Zeigen
Sie:

lim
p→∞

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖L∞(Ω).

Aufgabe 3. Sei Ω ⊂ Rn (n ≤ 3) ein beschränktes Gebiet mit ∂Ω ∈ C1, ε > 0, und sei u eine
klassische Lösung der Allen-Cahn-Gleichung

ut = ε∆u− 1

ε
(u2 − 1)u in Ω, t > 0,

∇u · ν = 0 auf ∂Ω, t > 0,

u(0, x) = u0(x) in Ω.

Definiere das Funktional

E[u](t) =
ε

2

∫
Ω
|∇u|2dx+

1

4ε

∫
Ω

(u2 − 1)2dx.

Zeigen Sie:
(i) Für alle t > 0 gilt dE/dt ≤ 0.
(ii) E : H1(Ω) → R ist schwach unterhalbstetig, d.h. uk ⇀ u schwach in H1(Ω) impliziert

E[u] ≤ lim infk→∞E[uk].
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