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ANITA GERSTENMAYER

Aufgabe 1. Sei Q C R” ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C!. Definiere den Raum
V ={ve  H}(Q)": divv = 0},
versehen mit der Norm

ov; 1|12
oI} = 1V) 22 gy = Z |5

Zeige, dass V mit dieser Norm ein reflexiver, separabler Banachraum ist.

L2

Aufgabe 2. Sei Q2 C R? ein beschriinktes Gebiet mit dQ € C! und f € (L?*(2))3. Die
stationére Stokes-Gleichung lautet
Vp—Au=f in Q,
divu =0 in Q,
u=0 auf 0€.
(1) Bestimme die schwache Formulierung und zeige die Existenz einer eindeutigen Losung

u €V (V wie in Aufgabe 1).
(2) Wie lésst sich p aus der schwachen Losung u € V' bestimmen?

Aufgabe 3. Betrachte die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
—Au+ (u-V)u+Vp=f, divu=0 in€Q, t>0,
u=0 aufdQ, wu(-,0)=1wup in
wobei ) C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand sei. Es sei V := {v € H}()?

dive = 0} und H := V C L?(Q)? der Abschluss bzgl. der L>-Norm, f € L%(0,T,V’) und
up € H. w € L?(0,T,V) mit o’ € L?(0,T, V") ist eine schwache Losung, wenn

(W' (t), vy + /(u -V)u-v+ Vu: Vode = (f(t),v)y, fi. in [0,T]
Q

und u(0) = ug. Zeige, dass hochstens eine schwache Losung existiert.
Hinweis: Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung.
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Aufgabe 4. Sei (u,p) eine klassische Losung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
u—Au+ (u-Vu+Vp=0, divu=0 inQ, t>0,
u=0 aufdQ, wu(-,0)=wuy in Q,

wobei 2 C R™ ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand sei. Zeige: Es existiert eine Konstante

A > 0, so dass
lul-, )2y < e MluollL2@), > 0.

Aufgabe 5. Sei Q C R? ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand. Betrachte den Operator
A(u) = (u - V)u — Au und das Evolutionstripel (V, H,V') aus Aufgabe 3. Zeige fiir X :=
L2(0,T,V), dass A: X N L>®(0,T, H) — X' beschriinkt ist.

Hinweis: Gagliardo-Nirenberg-Ungleichung.



