UBUNGEN ZU “NICHTLIN. PART. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN?”
BLATT 4 (19.4.2018)

ANITA GERSTENMAYER

Aufgabe 1. Seien Q C R” ein beschriinktes Gebiet mit 9Q € C? und b : R® — R eine
Lipschitzstetige Funktion, woraus folgt dass

ICy > 0:  |b(p)| < Cp(1+1|p]) VpeR"™
Zeige: Fiir p > 0 hinreichend grof3 hat das Randwertproblem
—Au+b(Vu) +pu=0 in Q,
uw=0 auf 09,

eine eindeutige schwache Losung u € HE(Q) N H2(Q).

Aufgabe 2. Sei () C R” ein beschrianktes Gebiet mit glattem Rand. Betrachte die nichtlineare
Poissongleichung

—Au= f(u) inQ
uw=0 auf 9

wobei f € C1(R) mit |f’| < C. Weiters seien u,u € H'() schwache Losungen der Unglei-
chungen

—Au < f(u), —Au> f(u)
mit u <0 <7 auf 0N und v < 7w f.i. in Q.
(i) Zeige, dass fiir geeignetes A > 0 eine Folge (uy) von schwachen Losungen der RWPs
—Augi1 + Mg = flug) + Aug  in Q
ug+1 =0 auf 0Q
definiert werden kann, mit
u=u<u <..<uyp<..<u {fi in Q.

(ii) Zeige die Existenz einer schwachen Losung der nichtlinearen Poissongleichung. Zeige
dafiir, dass u := limuy in L?(Q) existiert, eine Teilfolge schwach in H{ () konvergiert
und die schwache Formulierung erfiillt ist.
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Aufgabe 3. Seien Q C R” ein beschrinktes Gebiet mit 9Q € C!, a : R® — R" eine monotone
Funktion, b : Q x R — R eine Carathéodory-Funktion mit

(b(z,u) — b(z,v))(u—v) > B(u—2v)* firzeQ, uveR,

B>0und f € L*(Q). Ferner seien u,v € H() schwache Losungen der Ungleichungen
—diva(Vu) + b(z,u) < f, —diva(Vv)+b(z,v) > f in

und u < v auf 0f). Zeige, dass u < v in 2.

Aufgabe 4. Sei Q2 C R” ein beschréinktes Gebiet mit glattem Rand, A(z) eine beschriankte
elliptische Matrix, ¢ € L>(2) mit ¢ > ¢ > 0 und f € L?(€). Sei (w)ren eine ONB von

HY(Q) und uy, = . d¥ wy die Lésung von
k=1
/ (VuﬁAVwk + cumwk) dx = /fwkdx firk=1,..m.
Q Q
Zeige, dass die Folge (tm)men schwach in H!(£2) gegen die schwache Losung von
—div(AVu) + cu = f in Q,
(AVu) -v =0 auf 09,

konvergiert.



