Ubungen zu Fanal SS11, 1Jbung

1. SeiX = R\ {0} versehen mit den beiden Metriken
1 1
di(x,y) =[xy unddx(x.y) = |- - §|.

Man geben jeweils eine Vervollstandigung vos d;) und (X, d2) an! Weiters
betrachte man die Abbildungein: X — X undg : X — X definiert durch
f(x) = xundg(x) = 1.

Welche der insgesamt acht Abbildungen (X, d) — (X, d;) undg : (X, d;) —
(X,d;) wenni, j € {1,2} ist gleichmafig stetig und welche nicht, und welche

davon lasst sich stetig auf die jeweiligen Vervollstandigen fortsetzen?
2. Sei (X, d) ein metrischer Raum, und setze

ix.y) = —9%Y)
d(X,Y) T 1+d(X,y)’ X$y€ X

Man zeige, dass aucheine Metrik ist, die die selbe Topologie induziert, wie

3. Man betrachtX = C?[0, 1] (komplexwertig) und zeige, dass die Normen
1 =11 flleo + 11 lleo + 117 llo, 11 Fll2 == 1F7llo + [T(O) + (L)

und
Iflls := [IT"]l +T(O) + (O]

aquivalent sind, wobei zwei Norméjn und||.||" aquivalent sind, falls 8, D > 0
gibt, sodas€||x|| < ||X||" < D||x|| fur allex € X.

Man zeige, dasX mit jede der angegebenen Normen ein Banachraum ist.

4. SeiX die Menge aller Polynomfunktionei: [0,1] — C, dh. f(t) = Z?:O ant!.
Versieht manX mit der Norm ||f||e + ||f'|lc + ||f”|l, SO zeige man, dass
(C?[0,1],]1.Il0) (vorheriges Beispiel) mit der natiirlichen EinbettungesMer-
vollstandigung vorX ist.

5. Sei & ||.|]) ein normierter Raum und s&i ein dichter linearer Teilraum voX.
Firr > 0undx € Y setzeUX(x) :={y e X : [Ix=yll < r}undU)(xX) :={ye Y :
X -Vl < r}. Man zeige:

X X X
UX() =UY(¥) =1{yeY:lx=yll<r} ={yeX:|x-yl<r}.

6. Seip € [1, +c0], seiJ eine nichtleere Menge und fir jedgs J sei (Xj, ||.I];) ein
normierter Raum, alle tiber dem selben Skalarkorper.efefje, dass

X ={(X)jes : Vj € I= Xj € X], Z ||xj||]P < 400},
J

. 1 .
versehen mitl(x;)jeall = (Z;lxlIf)? (im Fall p < +c0) und lI(x})jeall =
supe, IIX;ll; (im Fall p = +c0) ein normierter Raum ist.



Dabei ist fir ein Tupeld;)je; € [0, +0)? die Summey; 2; als

sup Z/lj (€ [0, +c0])

KcJ, K endlich jeK

Zu interpretieren.

Bemerkung: Gilt K, [I.1l;) = (R, [) bzw. (X, IIll;) = (R, ].)) fur alle j € J und gilt
J =N, so handelt es sich b&igerade um den Folgenrauth

. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel zeige man, d&sl|() genau dann
ein Banachraum (d.h. vollstandig) ist, wenn alg,(l.|l;) es sind!

. Mitder Notation aus dem vorletzten Beispiel $endlich. Zeigen Sie, dass dann
fur alle p € [1, +o0] der RaumX immer der selbe ist — also nicht vgnabhangt
— und dass die jeweiligen Normdin| auf X fur verschiedeng alle paarweise
aquivalent sind.



