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Sei (2, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum, 1 < p < 00, ¢ € L*(u), und betrachte den Multiplikati-
onsoperator My € B(LP(u)).

(a) Bestimme jene Funktionen ¢ fiir die M, isometrisch ist.

(b) Bestimme jene Funktionen ¢ fiir die M, kompakt ist.

Sei (2, A, ) ein o-endlicher Mafiraum, 1 < p < 0o, und ¢ € L>(u). Bestimme das Punktspektrum
des Multiplikationsoperators My € B(LP(u)), und zeige dass es hochstens abzéhlbar ist.

Sei (2, A, 1) ein o-endlicher Mafiraum, 1 < p < oo, und betrachte die Menge aller Multiplikations-
operatoren
M= {My:¢ e L>(n)} € B(L" (k).

(a) Zeige, dass M eine (bzgl. der Operatornorm) abgeschlossene kommutative Teilalgebra von
B(LP(w)) ist.

(b) Zeige, dass M ein maximales Element in der Menge aller kommutativen Teilalgebren von
B(LP(u)) ist.

Hinweis: Fiir (a) betrachte die Abbildung ¢ — M. Fiir (b) zeige: Ist T € B(LP(u)) mit TMy = MyT,
¢ € L*°(u), dann ist T = My mit ¢ := T(1).

Betrachte den Shift-Operator S am ¢2(N), das ist

g { AN) - 2N

(93171‘2,£173,...) — (071’1,172,...)

(a) Zeige dass S isometrisch ist, bestimme ran S und zeige dass ran S abgeschlossen ist, und zeige
Moz ran(S™) = {0},
(b) Bestimme die Hilbertraumadjungierte S* von S, und bestimme ker(S*), ran(S*), und
Moz ran([S*]™).
Sei wieder S der Shift-Operator am ¢?(N).
(a) Zeige, dass
op(S ): o.(S)={AeC: |\ <1},
0(5%) = 0.(S) ={reC: Al =1},
w(S*) 0p(S) = 0.

(b) Bestimme o4, (S) und finde zu jedem Punkt A\ € 04, (S) eine Folge wie in der Definition des
approximativen Punktspektrums verlangt.

(c) Fiir A € C mit |A| # 1 bestimme dim (£2(N)/ran(S — X)).
(Siehe S. 108 f.d. Definitionen von oy, o, o)

Sei U der rechts-Shift am ¢2(Z), das ist der Operator

U((xn)nEZ) = (xn—l)TLGZa (xn)HEZ S Zz(Z) .

Berechne U*, und bestimme o, (U), 0.(U),0,(U). Bestimme 04,,(U) und finde zu jedem Punkt
A € 0qpp(U) eine Folge wie in der Definition des approximativen Punktspektrums verlangt.

Sei S wieder der Shift-Operator am ¢?(N), sei M, € B(¢*(N)) der Multiplikationsoperator mit der
Funktion ¢ definiert als ¢(n) := %, n € N, und setze T := M S.
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(a) Fiir k € N bestimme || 7% und berechne lim,, o || T%]|%.
(b) Zeige dass T kompakt ist.

(c) Zeige dass 0,(T) = 0 und o(T") = {0}.
Integraloperatoren

Sei X eine Menge und p ein Maf3 auf X. Hat man eine Funktion k£ : X x X — C, so kann man die
Abbildung K betrachten, die definiert ist als

(K f)(x) = / k() f(y) du(y)
X

Man bezeichnet K als den Integraloperator mit Kern k.

Natiirlich ist von vornherein nicht klar fiir welche Funktionen f das Integral in der Definition von
K {iberhaupt existiert. Dementsprechend ergeben sich verschiedene Ergebnisse, je nachdem welche
Voraussetzungen man an k stellt und zwischen welchen Rdumen man den Operator K betrachtet.

Sei X eine Menge und  ein o-endliches Mafl auf X. Weiters sei k € L%(u x p). Zeige, dass der
Integraloperator K mit Kern k auf ganz L?(u) definiert ist, diesen Raum in sich selbst abbildet,
und dass [|K| < [|k||p2(uxp)- Zeige, dass die Hilbertraumadjungierte K* € B(L?*(p)) von K der

Integraloperator mit Kern k*(z,y) := k(y, x) ist.

Sei X eine Menge und p ein o-endliches Mafl auf X. Zeige:
(a) Seien a;,b; € L*(u), i =1,...,n. Setze k(s,t) :== > 1, a;(s)b;i(t) und betrachte den Integral-
operator K € B(L?(;1)) mit Kern k. Dann ist dimran K < n.
(b) Sei k € L?(u x p). Dann ist der Integraloperator K € B(L?()) mit Kern k& kompakt.

Sei k € C([0,1]?). Zeige, dass der Integraloperator K mit Kern k auf ganz C([0,1]) definiert ist,
diesen Raum in sich selbst abbildet, und kompakt ist. Zeige

1
IK] = sup / (1) dt < [kl -
z€[0,1] Jo



