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Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in Scientific Computing

Serie 5

Aufgabe 5.1. Es bezeichne Iv : H?(a,b) — S'(T) den nodalen Interpolanten aus der
Vorlesung. Schreiben Sie eine MATLAB-funktion. Uberpriifen Sie folgende Aussagen, die in der
Vorlesung als hinreichend bewiesen wurden, numerisch auf Notwendigkeit und schétzen Sie die
Konstanten 0 < C7, 05, C3 < 1:

lu = Tnull 20y < Cillh(u = Inu)' | p2ap) < |0t || 20 fiir alle u € H' (a,b),
lu = Thull 2 (ap) < Co||h?(u — Ihu)"|| 2(0p)  fiir alle u € H?(a,b),
[(w = Thw) | 22 (ap) < Callh(u — Thu)" || 2(qp)  fiir alle u € H?(a,b).

Wihlen Sie dazu geeignete Funktionen u, und plotten Sie die Interpolationsfehler fiir verschie-
dene Netzweiten h. Gibt es Funktionen, welche die obigen Abschitzungen mit Gleichheit und
Cy = Cy = (3 = 1 ertfiillen, ohne dass dabei beide Seiten verschwinden?

Aufgabe 5.2. In der Vorlesung wurde folgende inverse Ungleichung gezeigt
Hhv;7,||L2(a,b) < CinVHUhHL?(a,b) fiir alle vy, € 73]7(771)

Wihlen Sie geeignete Funktionen vy, um numerisch die Abhéngigkeit Ciny = Ciny(p) herauszufin-
den. Plotten Sie ihre Ergebnisse. Kann die inverse Ungleichung auch fiir bestimmte Funktionen
v ¢ PP(Ty) gelten? Konstruieren Sie eine Funktionenfolge (vy,)nen, sodass fiir jede Konstante
Cinv > 0 ein n € N existiert, welches [|hv], || 12(a5) > Cinvl|[vnllp2(0,p) erfiillt. Warum nennt man
obige Abschitzung eigentlich inverse Ungleichung.

Aufgabe 5.3. Finden Sie Funktionen v € PP(T},) welche

[vll20,1y < 1h'l2(0,1) < Cinv 1Vl £2(0,1 (1)

erfiillen. Gibt es eine Konstante Ciyy > 0 und eine Folge (v,,)nen welche (1) erfiillt und gleich-
zeitig eine Basis von H'(a,b) bildet?

Aufgabe 5.4. Nodale Interpolation I}, ist auf stetige Funktionen beschrinkt. Die L?-orthogonale
Projektion Il besitzt diese Einschrinkung nicht, ist aber deutlich miihsamer zu implementie-
ren. Es gibt aber etwas dazwischen, namens Clément-Quasiinterpolation. Seien dafiir z1,...,z,
die Konten des Gitters 7y,. Definiere den Operator Cy, : L%(a,b) — SY(Tp) als

Tit1
Chu € SU(Ty) und  (Cpu)(z;) := |z 1 — xi1|_1/ u(zx) dx,
Ti—1
wobei xg = z1 und x,4+1 = x, definiert wird. Vergleichen Sie numerisch Cj, und I}, fiir Gitter
verschiedener Netzweiten und plotten Sie die Ergebnisse.



