Ubungen zu Analysis 3, 3. Ubung

. Zeigen Sie, dass f(G) C C offen ist, wenn G C C offen und f : G — C
holomorph mit f’(z) # 0 fiir alle z € G ist.

. Sei f:R3 — R? gegeben durch
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Zeigen Sie, dass f im Sinne des Umkehrsatzes bei (z,y, 2)T genau dann
lokal umkehrbar ist, wenn (z — y)(y — z)(z — ) # 0. Geben Sie in dem
Fall auch die Ableitung der Umkehrfunktion im Punkt f(x,y,2)T an!

. Man untersuche bei den folgenden zwei Abbildungen R? — R2, auf wel-
chen moglichst grofen, offenen Teilmengen C von R? diese einen Diffeo-
morphismus darstellen. Man gebe zu jedem solchen C' auch die Bildmenge
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Weiters gebe man df (z) bzw. dg(z), sowie die Funktionaldeterminanten
det df (z) bzw. det dg(z) an.

Dabeiist f : C' — D ein Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, C, D C R"
offen und f : C' — R"™ sowie g : D — R" stetig differenzierbar sind.

Hinweis: Nach dem Umkehrsatz bzw. seinem Korollar ist ein injektives
und stetig differenzierbares f : C' — R™ mit det df(c) # 0 fiir alle ¢ € C
immer ein Diffeomorphismus auf sein Bild f(C).

Aus der Kettenregel folgt umgekehrt fiir einen Diffeomorphismus die In-
vertierbarkeit aller df (c).

. Sei M C R? die Menge aller (z,y, 2)T € R? mit (Affensattel)
3z 4 3zy? — 2% = 0.

Zeigen Sie, dass M eine Mannigfaltigkeit ist! Bestimmen Sie ihre Dimen-
sion!

. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im RP, und sei O C M offen
bzgl. der Spurtopologie. Man zeige, dass O ebenfalls eine d-dimensionale
Mannigfaltigkeit im RP ist.

Weiters zeige man: Ist T : O — P ein Diffeomorphismus mit offenen
Teilmengen O, P C RP, und ist M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im
RP, sodass M C O, so ist auch T'(M) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit
im RP.

. Man zeige: Ist M;,i € I, eine Familie von d-dimensionalen Mannigfaltig-

keiten im RP, sodass fiir jedes j € I, M; NU,;; M; = 0, so ist U;e; M;
eine Mannigfaltigkeit.



Schliellich gebe man ein Beispiel an, das zeigt, dass obige Vorausset-
zung notwendig ist; d.h. finden Sie zwei 1-dimensionale Mannigfaltigkeiten
M, My im R?, die zwar disjunkt sind, aber nicht M; N My = () erfiillen,
und sodass M7 U M> keine Mannigfaltigkeit ist.

. Man betrachte den Vektorraum R2*? aller reellen 2 x 2-Matrizen, wel-
chen man offensichtlich mit dem R?* identifizieren kann, indem man eine
Matrix A = (42 22) € R?*2 mit dem vier-Vektor (aj,az,as,as)’ € R*
identifiziert. Betrachte

O(2) = {T € R**? : T ist eine orthogonale Matrix } .

Man zeige, dass O(2) eine Mannigfaltigkeit im R* ist. Bestimmen Sie die
Dimension von O(2).

. Mit der Notation aus dem letzten Beispiel gebe man irgendeine Einbettung

nach O(2) hinein an, die I = (é (1)) in ihrem Bild hat.

SchlieBlich gebe an, ob O(2) eine zusammenhiingende Teilmenge von R*
ist.

Hinweis fiir das zweite Problem: Betrachten sie det : R?*2 — R! Welche
Werte kann det auf O(2) annehmen?

. Sei T': O — RP eine injektive stetig differenzierbare Abbildung mit und
O C R? offen, sodass dT'(x) immer vollen Rang hat.

Sei G C O offen und beschrinkt, sodass G C O. Man zeige, dass M :=
T(G) eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Hinweis: Man zeige zuerst, dass T : G — T(G) ein Homdomorphismus ist.

Bemerkung: Das Bild T'(O) ist i.A. keine Mannigfaltigkeit. Um das ein-
zusehen, denke man an das Aussehen der Ziffer 6 als Teilmenge von R2.
Diese kann Bild eines offenen Intervalls (a, b) unter einer Abbildung T wie
oben geschrieben werden.



