Ubungen zu Analysis 3, 10. Ubung

. Beweisen Sie, dass fiir SP~! := {x € R? : ||z]|2 = 1}, das entsprechende
Oberflichenmaf 1 und fiir jede orthogonale Matrix T' € RPXF

W(T(A)) = u(A), fir alle A € B(SP~1) .

. Sei 8" := {x € R"! . ||z||2 = 1}, p das Oberfliichenmaf darauf und sei
f R — C stetig. Zeigen Sie, dass

P ) = [ F(lale - i) duts)
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wobei (x,y) das Skalarprodukt von z und y ist. Schlielich zeige man mit
Hilfe von Beispiel 16.2.11, dass dieses Integral mit
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iibereinstimmt, wobei d,,_; das gesamte Oberflichenmafl von S™~ 1! ist.

. Sei M eine d-dimensionale Mannigfaltigkeit im RP, R > 0,z € RP fest.
Man fithre genau aus, dass auch N := RM + x eine d-dimensionale Man-
nigfaltigkeit im R? ist, sodass yun(RB + ) = R%u(B) fiir alle B € B(M),
und sodass

/ fdun = Rd/ f(Ry + x) dun (y),
N M
fiir jede integrierbare Funktion f: N — R.

. Sei G die Menge aller Vektoren im R? mit Linge < r fiir ein festes r > 0.
Man bestimme die #uflere Normale v((x, y)?) durch einen Punkt (z,y)7 €
0°G, und berechne das Flussintegral

| st ol duan))
direkt und mit Hilfe des Gaufischen Integralsatz. Dabei ist

g((z,)") = (A -2y Q-y*)z ).
SeiG={reR¥: 27 +23 <1, -1 <z3<1}und F:R®— L(R3}R) das

Vektorfeld F((x1,22,23)T) = (221,23, 23). Man gebe 0°G an, und zeige,
dass fiir das folgende Flussintegral (siche unten) gilt

| @) due) = 1.
°G

Man berechne dieses Integral direkt und auch mit Hilfe des Gufischen
Integralsatzes.



6. Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauf3 fiir die Funktion

1.2

f((x,y,z)T) = | —2zy
2z

das Flussintegral [, f((x,y,2)")v((z,y,2)T) du((z,y,2)T), wobei G C
R3 offen und beschrinkt so ist, dass sich 9°G = 0°G aus den den Flichen

Si: 22+ +(z—-1)2%=4, 2>1,
Syt (245)2=9(z +y?), 2€(-5,1)

zusammensetzt. Skizze!

7. Sei D C C offen und f : D — C holomorph Zeigen Sie mit Hilfe das
GauBschen Integralsatzes und der letzten Aufgabe der neunten Ubung
folgende Variante Cauchyschen Integralsatz:

Ist v : [a,b] — D ein stetig differenzierbarer, geschlossener (y(a) = (b))
Weg, sodass 7([a,b]) = OG fiir eine beschrénkte offene Menge G C D mit
G C D und 0°G = 0G. Weiters sei Yl(a,p) €ine Einbettung nach 9°G.
Dann gilt fiir das komplexe Wegintegral

Lf(@ dz = 0.

8. Man betrachte die 2-dimensionale Mannigfaltigkeit M im R3

x
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Weiters sei G jene offene Teilmenge von R3, die von M und der zy-Ebene
begrenzt wird.

Man bestimme 9G, 9°G und 9°G, berechne mit Hilfe des Gauf3schen In-
tegralsatzes das Flussintegral

/M o(@)7 F(a) dyu(a),

wobei v(a) die dulere Normale auf den Tangentialraum in ¢ von 9°G und
1 das Oberflichenmafl von 0°G ist. Auflerdem ist

3(x—2) +In(22 + 1)
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Flussintegral:

Wir betrachten die Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit mit Dichte
1. Diese wird beschrieben durch ein Vektorfeld V' : O — R? wobei V(z) die
Stromungsgeschwindigkeit an der Stelle x bedeutet. Wir setzen hierbei voraus,
dass die betrachtete Stromung stationér ist, d.h. dass die Stromungsgeschwin-
digkeit nur vom Ort x, nicht aber von der Zeit abhéngt.

Es liege nun eine Fliche in der Stréomung, und wir fragen uns wieviel Fliissig-
keit pro Zeiteinheit von links nach rechts durch diese Flidche hindurchfliesst.
Stellt man sich vor die Fliche wiire ein Rechteck und die Strémungsgeschwin-
digkeit v wére auf der ganzen Flidche konstant, so wire der Fluss durch die
Fliche gleich TV - F wobei v den Normalenvektor an die Fliche bezeichnet der
nach rechts zeigt und F' die Fliche des Rechtecks ist.

Nunmehr verwundert es nicht, dass man definiert: Sei M eine 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R® und V : M — R3 stetig. Sei vorausgesetzt, dass es eine
auf ganz M stetige Normale v(z) gibt. Dann heiBt [, v(x)"V (z) du(z), wobei
dp das Oberflichenmafl von M ist, der Fluss des Vektorfeldes V' durch M.



