Ubungen zu Analysis 3, 3. Ubung 21. 10. 2013

Zeigen Sie:

1.

Eine Familie F' stetiger Funktionen R — R heifst gleichméfig gleichgradig stetig, wenn
es fiir jedes € > 0 ein 0 > 0 gibt, sodass |f(x)— f(y)| < e fir alle z,y € Rmit |[x—y| <
und f € F gilt. Sind die Funktionen

fn: R— (=7/2,7/2), fo(x) = arctan(nz — n?)

gleichméfig stetig und bilden sie eine Familie gleichgradig stetiger Funktionen? Ist
diese Familie auch gleichméfig gleichgradig stetig?

Im R™ ist die konvexe Hiille einer kompakten Menge priakompakt. (Die konvexe Hiille
einer Menge M ist die Menge aller Konvexkombinationen ZZN:1 Aix; mit x; € M,

Ai >0, Zi\il Ai = 1')

. In einem normierten Raum ist die konvexe Hiille einer prikompakten Menge prikom-

pakt.

(Hinw.: Verwenden Sie obiges Beispiel und die Dreiecksungleichung)

. Zeigen Sie, dass der Satz von Stone Weierstral ohne der Kompaktheitsforderung an

die Menge X nicht richtig ist.

Zeigen Sie, dass die von den Funktionen e ™, n € N erzeugte Algebra dicht im
Raum Cy(R;) liegt. (Co(R+) ist der Raum aller stetigen Funktionen f auf [0, 00)
mit limy o, f(t) =0.)

Hinw. Betrachten Sie den Raum aller stetigen Funktionen f auf R, fiir die lim,_,, f(x)

existiert und die Funktionen e™"*, n € Ny. Bilden sie dann diesen Raum auf C|0, 1]
ab.

nT

Ein topologischer Raum X heiftt zusammenhéngend wenn aus A C X | A ist offen und
abgeschlossen folgt A = () oder A = X. Eine Teilmenge M von X heifit zusammen-
héngend wenn sie versehen mit der Spurtopologie zusammenhéngend ist.

Sind A und B zusammenhéngende Teilmengen von X, so ist AU B zusammenhéngend

falls AN B # (.

Fiir jedes x € X gibt es eine grokte zusammenhingende Teilmenge M von X, die x
enthalt.

Der Kreis {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} =: S* ist nicht homéomorph zu [0, 1].

(Hinweis: Zusammenhéingende Menge haben zusammenhéngendes Bild unter einer
stetigen Abbildung - ist zu zeigen!. Betrachten Sie die punktierten Mengen S*\ {z}

und [0, 1]\ {y}.)



8. Ein topologischer Raum (X, 7) heiit wezusammenhingend, wenn es fir x,y € X
einen stetigen Weg v : [0,1] — X mit v(0) = z, v(1) = y gibt. Zeigen sie, dass
wegzusammenhéngende Raume zusammenhéngend sind. (Zusammenhéngende Rdume
sind nicht immer wegzusammenhéngend!)

9. Auf den natiirlichen Zahlen wird durch die Mengen () und A C N, N\ A ist endlich
eine Topologie erzeugt (d.h. diese Mengen bilden eine Basis einer Topologie) unter der
N zusammenhéngend ist.



