Ubungen zu Analysis 3, 9. Ubung

1. Seien a, b, c > 0. Berechne das Volumen des beschrinkten Korpers der von
der Fliche

P ferewts ()4 (914 () 1)

begrenzt wird.
Hinweis: Die durch die Formeln

z = arsin® ¢ cos® 0, y = brsin® ¢sin® 6, z = crcos® ¢

gegebene Koordinatentransformation ist auf einem geeigneten Definitions-
bereich ein Diffeomorphismus.

2. Sei M eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit im RP, sei ¢ : D — M eine
Einbettung, und B € B(M) mit B C ¢(D). Zeige

0 2, 0 2 0 0 2
w81 = [ ORI Ol - (520 g 9) e,

wobei (.,.) das iibliche Skalarprodukt im R? bezeichnet.

Falls p = 3, so zeige man auch, dass

w(B) = /¢ 122 (5 x 22 ()12 das),

-1(B) 8951 65(}2
wobei x x y das Kreuzprodukt zweier Dreivektoren ist:

T2Y3 — T3Y2
xr X Y = T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2Y1

Anmerkung: Gilt der ganz einfache Fall, dass ¢((&1,&2)T) = &v1 + &g,
wobei v, v € R? linear unabhéngig sind, so folgt

99 5 x 92

= X .
I (5) % G (@)ll2 = flon x vall
Nach elementar-geometrischen Uberlegungen ist das gerade die Fliche des
von v1 und ve aufgespannten Parallelogramms. Dieses Parallelogramm ist
aber gerade ¢([0, 1] x [0, 1]), wobei nach obiger Formel

p(#([0,1] x [0,1])) :/ lvr X vall2 dA2 = |lvr X val|2.
[0,1]%[0,1]

Also passen unser Oberflichenbegriff und der aus der elementaren Geo-
metrie zusammen.



3. Skizziere die zweidimensionale Mannigfaltigkeit im R? (a > 0, o € (0, Z))

2

(xcosa +ysina)? + 22 = a?.
Berechne die Oberfldche der durch z,y, z > 0 festgelegten Teilmenge von
M.
. Sei ¢ € (0,%) und sei I die Teilmenge aller Punkte = der Kugelober-
fliche S? die z3 > /2% + 23 tanv erfiillen (Kugelkalotte). Skizziere F'
und berechne die Oberfliche von F'.

Hinweis: Verwende Kugelkoordinaten.
. Ist B eine messbare Teilmenge einer Mannigfaltigkeit M und p das Ober-

flachenmafl auf M, so berechnet sich der Schwerpunkt (zg,ys, zS)T € R?
von B (homogen mit Masse belegten) durch

1/ T 1/ T
TS = —F—H3 xd/j/x7y7z y Ys = —F—5 yduxayaz7
a(B) J, ey ?) u(B) S,V )

1/ T

zs = ——— [ zdu(x,y,2)" .

w(B) Jp ( )

Bestimmen Sie den Schwerpunkt von B = M, wobei M der Graph der
Abbildung f: (0,1) x (=1,1) = R, f(x1,22)T = 2% + x5 ist.

. Bestimmen Sie den Schwerpunkt von B C M, wobei M = {(z,y,2)" €
R : 2+y+2z =1} und B = ¢(R), wobei ¢(s,t)T = (0,0,1)T +
5(1,0,—1)T + (0,1, —1)" und R die Fliche, die von der z-Achse und
einem vollen Bogen der Zykloide z(t) = a(t — sint), y(¢t) = a(1 — cost),
begrenzt wird.

. Sei M eine 1-dimensionale Mannigfaltigkeit im RP, und sei ¢t : M — RP
stetig, dass ||t(y)||2 = 1 und t(y) € Ty, d.h. t(y) spannt den T, fir alle
y € M auf. Wir bezeichnen ¢(y) als stetige und normierte Tangente von
M.

Ist ¢ : (a,b) — M eine Einbettung, so zeige man, dass ¢'(t) =
+|¢' (t)||t(p(¢)), wobei das Vorzeichen =+ fiir alle ¢ € (a,b) das selbe ist.

Angenommen dieses Vorzeichen ist + und angenommen ¢ lésst sich stetig
auf [a,b] fortsetzen, so zeige man, dass fiir jedes stetige Vektorfeld F' :
O — RYP ~ L(RP,R) mit O D ¢([a,b]) das Wegintegral

LF(x) dz

mit dem Oberflachenintegral
/ F(y)t(y) du(y)
#(a,b)

Ubereinstimmt.



Schliefllich zeige man, dass im Falle p = 2 und M = 9°G die Funktion
t(y) = Jo(y) eine Funktion mit den Eingangs erwéhnten Eigenschaften
ist. Dabei ist v(y) die Aufiere Normale und

0 -1
= (04
. Beweisen Sie, dass fiir SP7! := {x € RP : ||z||s = 1}, das entsprechende
Oberfliichenmaf p und fiir jede orthogonale Matrix T € RP*P

w(T(A)) = p(A), fiir alle A€ B(SP71) .

. Sei S" := {z € R*"™ : ||z]|s = 1}, p das Oberflichenmaf darauf und sei
f R — C stetig. Zeigen Sie, dass

/ F((@,9) duy) = / Szl - vosr) dpaty) |
sn sn

wobei (z,y) das Skalarprodukt von x und y ist. Schlielich zeige man mit
Hilfe von Beispiel 16.2.11, dass dieses Integral mit

1
dn—l/lf(HIHz't) (1-)% 1 at

iibereinstimmt, wobei d,,_; das gesamte Oberflichenmafl von S™~! ist.



