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1. Ubungsblatt

Aufgabe 1:
Mit der Konditionszahl K, =

Eingabe z gemessen werden.

zf'(x)
f(@)

kann die Sensitivitdt des Resultats y = f(x) in Bezug auf die

Berechnen Sie fiir das Problem y = f(z) = 2", r € R die Konditionszahl. Diskutieren Sie, fiir welche
Werte r schlechte / gute Kondition vorliegt. Berechnen Sie weiters jeweils die Konditionszahlen fiir
die Funktionen y = f(z) = exp(z), y = f(z) =Inz und y = f(a) = a+ b+ ¢ (b und ¢ sind konstant)
und diskutieren Sie jeweils die Ergebnisse.

Aufgabe 2:
Fiir eine differenzierbare Funktion f ist die (relative) Konditionszahl
tf’(t)’
Krel(t) = .
0=

a) Bestimmen Sie k¢ (t) fiir f(t) = arccos(t).
b) Plotten Sie ke (f) auf dem Intervall [—1,1]. Geben Sie eine adédquate Interpretation dafiir an.
Aufgabe 3:

Berechnen Sie numerisch (verwenden Sie MATLAB) mit Hilfe des Differenzenquotienten und des
zentralen Differenzenquotienten die Ableitung der Funktion

f(x) =cosx

an der Stelle z = 7 fiir verschiedene Werte von h, vergleichen Sie mit dem exakten Ergebnis und
verifizieren Sie experimentell die Ordnung des entsprechenden Verfahrensfehler.

Aufgabe 4:
Berechnen Sie die Exponentialfunktion exp(x) sowohl mittels der Reihenentwicklung
2 3
T _ r_ T
e'=1+z+ 91 + 3l + ..
als auch geméafl der Approximation
e’ = lim (1 + E)"
n—00 n

Addieren Sie solange Summanden der Form y = %1: mit & > 0 bzw. berechnen Sie den Ausdruck (1+7%)"
bis sich der Wert des Ergebnisses nicht mehr dndert, d.h., bis die ersten 8 Nachkommastellen sich
trotz fortlaufender Addition nicht mehr &ndern. Wahlen Sie verschiedene positive und negative reelle
Werte fiir x und vergleichen Sie die beiden Darstellungen in Bezug auf Konvergenzgeschwindigkeit,
Stabilitdt und Anzahl der benotigten Rechenoperationen. Welche Approximation ist (fiir welche Werte)
zu bevorzugen?



Aufgabe 5:
Betrachten Sie das Polynom
p(x) = (1 —x)°.

zf'(x)
f(@)
Welche Fehlerverstérkung erwarten Sie somit bei einer stabilen Auswertungsvariante an der Stelle

z =0.97

Berechnen Sie anschliefend p(0.9) in MATLAB durch direkte Auswertung (also y; = (1—0.9)%), durch
Auswertung des expandierten Polynoms y = 1—6-0.9+15-0.92—20-0.93+15-0.9* —6-0.9°40.95 und
durch Anwenden des Horner-Schemas y3 = 140.9-(—6+0.9-(1540.9-(—20+0.9-(15+0.9-(=6+0.9))))).

und werten Sie diese bei x = 0.9 aus.

Berechnen Sie zunéchst die relative Konditionszahl x, =

Vergleichen Sie die relativen Fehler 101706,_6% = |1 — 10%;| und erkliren Sie die Ergebnisse.
Aufgabe 6:
Geben Sie eine detaillierte Rundungsfehleranalyse von
_1—cosz
Yy = 22

fir |z| < 1 mithilfe der ’(1 4 €)-Technik’ an. Definieren Sie dafiir die fehlerbehaftete Funktion

s o (I—=cos(x)(14e1))(1+e2)
fla) = Pt L

mit &; < 107° fiir ¢ = 1,...,4, unter der Beriicksichtigung, dass die Auswertung des Cosinus’ einen
Rundungsfehler der Gréflenordnung von ¢ hervorruft, und untersuchen Sie das Verhalten des relativen
Fehlers

|f(2) — f(2)]
£ ()]

fir betragskleine .

Aufgabe T:
Fiir eine Folge (x,)nen aus [0, 1] gelte fir alle n € N mit n > 2 die folgende Beziehung:
1 1 5
|5 = Znn| < |5 — 2l
Eine relle Zahl = € R ist gleich 0 im double precision standard genau dann wenn sie |z| < 2.2251-107308
erfiillt. Wie grofl muss n sein, damit |% — x| im double precision standard gleich 0 ist?

Hinweis: Uberlegen Sie sich, warum

n+1 n+1
|3 = Zna1] < |5 — 20/ < (5)07)

gilt und folgern Sie daraus, wie n gewahlt werden muss, sodass
(H™) < 2.2251 - 107308
erfillt ist.

Aufgabe 8:
Die Zahl 7 kann iterativ iiber die Folge

uy =2, U1 = 2k\/2(1 — /1 — (27 Fuy)?), keN

approximiert werden. Berechnen Sie die ersten 30 Folgenglieder von (ux) und den absoluten Fehler
|uso — m|. Fiir welches k ist die Approximation am besten? Interpretieren Sie die Ergebnisse.




