Ubungen zur LVA Modellieren mit PDEs, LVA 101.500 WS 2014/15

Serie 3

Besprechung: Mittwoch, 29.10.14

3.1. Die Flachwassergleichungen sind gegeben durch

h hv o . +
at<v)+ax<%02+gh)0 fir (z,t) € R x R*.

Zeigen Sie, dafi das System hyperbolisch ist (im Sinn von Def. 1.1).

3.2. Betrachten Sie die Burgersgleichung

1
8tu+ §8I(u2) =0 aufoR*, ’LL(,O) :’LLO()
a) Geben Sie den Entropiefluff ¢ zur Entropie n(u) = su? an.

b) Sei ug beschrinkt und habe kompakten Triiger. Nehmen Sie an, dafi die Entropielésung u ebenfalls
beschrinkt ist und (wie in der VO) die Bedingung u € C°([0, 00); L*(R) N L?(R)) erfiillt. Zeigen
Sie, daf
lu( O)llz2@) < lluollz2(r)

gilt. Hinweis: Verwenden Sie die Testfunktion ¥ ~ xx aus dem Beweis von Satz 1.18 and be-
trachten Sie 0 < t; < ty dort und anschlieend t; — 0.

Bemerkung: i.A. gilt nicht [|u(-,t) —v(-,t)|| L2y < Ju(,0) = v(-,0)|| L2y fiir Entropieldsungen wu,
v.

3.3. In der VO wurde folgende Monotonieeigenschaft fiir Entropielosungen behauptet: ug < vy impliziert
u(+,t) <w(-,t). Zeigen Sie diese Aussage mit den Techniken aus dem Satz 1.18 der VO. Hinweise:

1. Uberlegen Sie sich, dafl 2 Entropielésungen u, v die folgende Gleichung erfiillen:
0= [ w=odat () - f@)er+ [(@—0)(000(.0) Vo€ CHEY).
RxR+ R

2. Uberlegen Sie sich aus dem Beweis von Satz 1.18, da8 fiir die Funktion ®(u) := |u| 4+ v und eine
geeignete lipschitzstetige Funktion (u,v) — U (u,v) gilt:

0< / D(u—v)pr + U(u,v)es + / O(u—v)(0)p(0) Vo€ CGG(R?), ¢>0.
RxR+ R

3. Zeigen Sie gewiinschte Aussage mittels geeigneter Testfunktionen .

3.4. Betrachten Sie die folgende skalare Erhaltungsgleichung mit einem Term nullter Ordnung:
Ou~+ 05 (f(u)) = g(u) fir (z,t) e R x RT,

wobei f, g glatte (beschriinkte) Funktionen seien. Geben Sie die Rankine-Hugoniot-Bedingung an.



