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Serie 4

Besprechung: Mittwoch, 5.11.14
Die Abbildung ©Q > X +— (¢, X) von Lagrange- zu Eulerkoordinaten sei glatt und invertierbar. Defi-
nieren Sie A(t, X) durch A;;(t, X) = %;jx). Setzen Sie J(t, X) = det A(t, X). Zeigen Sie:
Vx-(JATT)=0. (1)
Obwohl dies “direkt” nachrechenbar ist, sollen Sie wie folgt vorgehen: Sei 77 € C§°(€2) und definieren Sie
n(t,x) durch n(t,z) =7(X (t,x)). Zeigen Sie:

/ Vx - (Jt, X)A T, X)) n(X)dX = — Van(t, z) du.
Q Q(t)

SchlieBen Sie mittels dieser Beziehung auf (1).

Zeigen Sie, da} der Spannungstensor ¢ symmetrisch ist, falls der Drehimpulserhaltungssatz in der
folgenden Form giiltig ist:

. T -
/Q(t) z x (8;(pv) + Div(pvv ")) da = /

Q(t)

xx(pf)dz+/ x X (on)dsy

oQ(t)

fiir alle (geeigneten) “Startvolumina” Q = Q(to) C R®. Gehen Sie wie folgt vor (Sie diirfen im Folgenden
die Identitét a - (b X ¢) = (a x b) - ¢ verwenden):

a) Sei a € R? ein fester Vektor. Zeigen Sie, daf
3
a~/ zx(an)dsz:/ (axz)~DiVU+Zaj(axx)ioijd:c.
o0(t) Q(t) ]

b) Zeigen mittels des Impulserhaltungssatzes und des oben formulierten Drehimpulserhaltungssatzes,
daB

3
Z 0 (axx);0i45=0

ij=1
gilt. (Sie diirfen natiirlich annehmen, daf} alle auftretenden Funktionen hinreichend glatt sind).

c) Zeigen Sie die Symmetrie von o durch geeignete Wahl von a.

Zeigen Sie, dafl eine Losung der inkompressiblen Eulergleichungen
V-v=0, Op+ V- (pv) =0, di(pv) + Div(pvv ") + Vp = pf
automatisch die “Energiegleichung”
Lo 2 Lo 2
0 (5pIol%) + V- (5plv[ v+ pv) = pf v

erfiillt. Was folgt daraus fiir die Energiegleichungen?

Sei 7 : R¥*4 — R?*4 eine Funktion mit der Eigenschaft:
7(0,QQ" +QAQ") =Q3(A)Q"
fiir alle glatten matrixwertigen Funktionen @ : R — O(d), wobei O(d) die Menge der orthogonalen

d x d-Matrizen ist mit Determinante 1. Zeigen Sie:

- 1

g(A) = 0(5(/1 +A")).
Hinweis: Sei W eine schiefsymmetrische Matrix und Q(t) := e~*W. Zeigen Sie: Q(t) € O(d) fiir jedes
t € R. Uberlegen Sie sich, daB8 G(—W + A) = 5(A) folgt. Wihlen Sie W.



