Ubungen zur LVA Modellieren mit PDEs, LVA 101.500 WS 2014/15

Serie 9
Besprechung: Mittwoch, 10.12.14

9.1. (Zusammenhang von 1. und 2. Piola-Kirchhoff-Tensor) Sei W : S(3) — R eine (glatte) Funktion, die
auf dem Vektorraum der 3 X 3 symmetrischen Matrizen definiert ist. Definieren Sie auf der Menge der
Matrizen (mit Determinante > 0) die Funktion W( ) := W(FTF). Zeigen Sie:

OW(F) _ _OW(C)
o~ a0

Hinweis: erinnern Sie sich, daB fiir eine skalare Funktion W, die auf der Menge der Matrizen definiert
ist, die Ableitung 2% definiert ist iiber W(C + A) = W(C) + 2% : A +-

C=F"F

9.2. (Neo-Hooke’sche Materialien) Die Deformationsenergie ist
1 2 ~8/2
W(C):EM tr(C—I)—i—B{(detC) —1} : B> 0.

Zeigen Sie, daf fiir kleine Verzerrungen E = £(C — I) das klassische Hooke’sche Gesetz erhalten wird.
Was sind die entsprechenden Lamé-Parameter A und p? Hinweis: Nutzen Sie die Symmetrie von F, um
detC=1+2trE+2(tr E)> —2E: E+ --- zu erhalten.

9.3. In der Elastizitéitstheorie ist das Energiefunktional A — W (A) auf (einer Teilmenge) der Menge der
Matrizen definiert. Konvexitéit (von Funktionalen, Mengen) ist bei Minimierungsaufgaben ein wichtiges
Hilfsmittel. Zeigen Sie folgende negative Aussage: Die Menge M := {A € R4 | det A > 0} ist nicht
konvex.

9.4. (inkompressible Materialien) Wir betrachten die Energieminimierung
A
J(u) = /QME(U)! e(u)+5 (tre(u))” dx_/g f'“_/ gu,  uwe(Hp@) ={ue (H'(Q)’|ulr, =0}.
I'n

Inkompressible Materialien sind dadurch gekennzeichnet, dal A — oo. Fiir fixe u, f, g bezeichne uy den
Minimierer von J.

a) Zeigen Sie, daB ||ux|| g1 (o) gleichméfig in A beschrénkt ist (fiir A — oo). Es muf also mindestens
eine Teilfolge geben mit einem schwachen Grenzwert in (H}(2))? (tatsiichlich konvergiert sogar
die Folge).

b) Zeigen Sie, dafl u) auch folgendes Sattelpunktproblem 1st: Finde uy € (HL(2))? und p € L?(2)
mit [, p =0, so daB
2u(e(ur), e(0)r20) + (V- un,p)rziy = 10) = (£,v)r2e) + (9, 0)12wy) Yo € (Hp(2))?

1
(V-ux, q)r2 ) — X(P,Q)B(sz) = 0 VgeL*(Q).

Wie wurde p definiert? Hier ist (g(u),e(v))2(0) = [oe(u

9.5. Bei speziellen Geometrien (“Platten”, “Schalen”) sind spezielle Gleichungen iiblich, die sich durch
Vereinfachungen aus den (linearen) Elastizititsgleichungen ergeben. Sei Q = w x (—t/2,¢/2), wobei die
Mittelfliche w C R? und ¢ > 0 die Dicke bezeichnet.

Machen Sie folgende Annahmen (“Annahmen von Reissner und Mindlin”)

e Es greifen keine Oberflichekrifte angreifen sondern nur Volumskrifte f, welche von der Form
f(z,y,2) = f(z,9)(0,0,1)T sind.

e Die Spannung o33 erfiillt o33 = 0 in 2



9.6.

e Die Verschiebungen haben die Form
Ui(‘rayaz) = _Zei(‘ray)a (&S {1a2}a ’U,3(.T,y,Z) :’LU(ZE,y)

Zeigen Sie: Indem Sie diesen Ansatz in die Minimierungsaufgabe der linearen Elastizitét einsetzen,
erhalten Sie eine Minimierungsaufgabe, bei der das Funktional II minimiert wird, welches von der
folgenden Form ist:

3
o, w) := %a(@,@) + %t/ |Vw — 0|2 day dze — t/ fwdxy dao
A g
a(0,v) = M/ws(O) ce(y) day dae + T div 0 div ¢ dx; dxs

und 6 = (01, 02). Wir definieren natiirlich die 2 x 2-Matrix €(6) durch (£(0));; = %(gz; + %)

Bemerkung: Man kann noch eine weitere Vereinfachung machen, die sog. “Kirchhoff” (oder: “Kirchhoff-
Love”) Annahme. Bei der sind Linien, die vor Deformation senkrecht auf der Mittelfliche waren, auch
nach der Deformation senkrecht auf der (deformierten) Mittelfléiche. Damit ist

ow ow
; = i =1,2;
axi (ZC,y), Uq,(.’L',y) Zal'i’ ? )<

91(1',9) =

einsetzen in die Minimierungsaufgabe fithrt auf eine skalare Gleichung 4. Ordnung.

Priifen Sie die folgende Variante der Greenschen Formel:

/T:s(v)dz:—/v~div7'dz+/ T - nds,,
Q Q [219)

wobei 7 und v hinreichend glatt sind und 7 symmetrisch ist.



