11.

Ubung zu Komplexer Analysis (SS 2015)
2.Ubung (14.4.2015)

Ein allgemeiner Kreis in Cy ist ein Kreis in C oder eine Gerade gemeinsam mit dem Punkt oo.
Fiir welche o, 8 € R und w € C wird durch die Gleichung

BzZ —wzZ —wz+a =0,

der endliche Teil eines allgemeinen Kreises dargestellt? Lassen sich alle allgemeinen Kreise in dieser
Weise darstellen? Fiir welche Koeffizienten erhélt man einen allgemeinen Kreis dessen endlicher Teil
eine Gerade ist?

Sei M € C**2 M = (mjk)?ﬂkzl, und setze Gy := {z € C: ma12z+ma2 # 0}. Die Abbildung fi : Coo — Co die
definiert ist als

mii1z+mig 2€Gu

m21z+ma2’

00 , 2z€C\Gum
fu(z) =1, B 0

ey , Z=00,Mma #

00 , z=o00,m21 =0

heifit die Mébiustransformation (oder gebrochen lineare Abbildung) mit Koeffizienten M.
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Bezeichne mit GL(2,C) die Menge aller Matrizen M € C?*2 mit det M # 0, und bezeichne mit
Aut(Cy) die Menge aller Homéomorphismen des metrischen Raumes (C, x) auf sich selbst. Es
sind GL(2,C) mit der Matrizenmultiplikation und Aut(C.;) mit der Hintereinanderausfiihrung
Gruppen.

Zeige, dass die Abbildung M — f)s ein Gruppenhomomorphismus von GL(2,C) in Aut(Cy,) ist.
Bestimme seinen Kern.

Zeige die folgenden Aussagen.

(a) Fiir jedes M € GL(2,C) ist die Menge Gy C C offen und fur|g,, € H(Gum).
(b) Jede Matrix M € GL(2,C) 148t sich als Produkt von Matrizen der Gestalt

) 6y ¢

mit «, 8 € C anschreiben. In anderen Worten: Jede Mdbiustransformation 148t sich als Hin-
tereinanderausfithrung von Translationen fg(z) := z + 8, Drehstreckungen f,(z) := az und
Inversionen I(z) := L schreiben.

(¢) Das Bild eines allgemeinen Kreises unter einer Mébiustransformation ist ein allgemeiner Kreis.
Beniitze dazu (b).

Seien (z1, z2,23) und (wi,ws,ws) jeweils drei verschiedene Punkte von C. Zeige, dass es M €
GL(2,C) gibt mit fa(z;) =wj, j =1,2,3.

Hinweis: Betrachte zuerst den Fall dass w1 = 0, w2 = 1 und w3 = oo.

Bezeichne mit C* die offene obere Halbebene {z € C: Im z > 0}. Zeige, dass

fu(CH) =C* <= 3INeC\{0}: AM € R**? det(A\M) > 0

Sei f(z) := |2|?, und sei v der Weg der aus den Seiten des Quadrates mit den Eckpunkten 0, 1, 14,4
besteht, die der Reihe nach im positiven Sinne durchlaufen werden. Berechne, durch tatsichliches
Ausrechnen, das Integral fﬂ/ f(¢)d¢.

Sei « die positiv orientierte Einheitskreislinie. Man berechne die Integrale ¢, %dC und

) v (3¢+1—14)3
$, S5 dC



20. Sei a € [0, §]. Man berechne die Integrale

/ R G (J;Z sin(Qa)) dx

0

o0
/ e os(20) iy (ﬂc2 sin(2a)) dx

0
Als Sonderfall fiir a = 7 berechne man die sogenannten Fresnelschen Integrale

/cos(ac2) dz, /Sin(xQ) dz.
0 0

z

Hinweis: Man integriere die Funktion f(z) := e~ : lings dem Weg ~, der sich aus der Strecke [0, R], dem
Kreisbogen von R zu Re', und aus der Strecke [Re’®, 0] besteht.

§Wenn nicht explizit etwas anderes gesagt wird, sind in Hinweisen angegebenen Aussagen zu beweisen (falls sie verwendet
werden und falls sie nicht ohnehin Séitze aus Vorlesung oder Ubung sind).



