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1. Berechnen Sie die allgemeine Losung der folgenden homogenen Systeme

) (L ~1 -2 0
V=3 0)" bya'=|2 -1 0|z

o 0 -3

2. Welche der angegebenen Funktionen f : I x B — R™ sind Lipschitz—stetig bzw. lokal Lipschitz—stetig
beziiglich x?

a) f(t,z) =sin(tz), I=(a,b), B=R, d) f(t,z) =At)x+9g(t), I = (a,b),B=R", da-
bei ist A(t) eine auf (a, b) stetige n x n-Matrix
(a,b)

) und f(¢) eine auf (a,b) stetige vektorwertige
b) f(t,z) =sin(tx), I=R, B=R,

Funktion
e) f(t,z) = (x16™ cos(t),sin(x1x2)), I =
c) f(t,z) =zxsin(t), [=R, B=R, R, B =[-2,5] x [0,10]

3. Gegeben ist ein Intervall I und eine stetige Funktion f : I xR — R, die beziiglich ihres zweiten Arguments
Lipschitz—stetig ist mit Lipschitz—Konstante L .

Zeigen Sie: Sind zwei Losungen z; , j = 1,2 der Differentialgleichung x;(t) = f(t,xz;(t)), t € I, gegeben,
so gilt fiir alle ¢ > tg € I die Abschétzung
|21 (1) — 2a(t)] < |@1(to) — wa(to)| ™70l
4. Beweisen Sie: Sei G ¢ R™™! kompakt. Falls f : G — R" stetig und lokal Lipschitz beziiglich z ist, so ist
f Lipschitz beziiglich x.

Hinweis: Fiihren Sie den Beweis indirekt. Angenommen f(¢,x) ist auf G nicht Lipschitz beziiglich z.
Daraus folgt, dass fir n € N Punkte (¢, %), (tn,yn) € G existieren mit

[ f(tns zn) = f(tn, yn)l| > 120 — yal|-

Beniitzen Sie die Kompaktheit von GG, um daraus einen Widerspruch zur lokalen Lipschitz-Eigenschaft
herzuleiten.

5. Beweisen Sie die folgende allgemeine Version des Lemmas von Gronwall:

Seien u und 0, L : I = [tg, t1] — [0, 00] stetige Funktionen. Falls

u(t) < () + /tL(x)u(:c) de, Vtel,

to
dann gilt
t
u(t) <6(t) + | 8(x)L(x)els LW gy e,
to
Hinweis: Setzen Sie y(t ft x)dr und zeigen Sie y' < Ly + LJ. Setzen Sie dann z(t) :=
y(t)e Jio 1A * und leiten Sie eine Dlﬁerentlal—Ungleichung fiir z(t) her.

6. Gegeben ist das Anfangswertproblem
o'(t) =t°(1 - (2(t)?) = f(t.x(t), te[L,3]
z(2) =1.
Wiéhlen Sie die Menge G im Satz von Picard-Lindelsf als G = (1, 3) x By(1) und geben Sie eine Lipschitz—
Konstante der Funktion f(¢,z(t)) beziiglich dem 2. Argument an.

Fiir welches Intervall garantiert der Satz von Picard—Lindelof die Existenz der Losung?



7. Fir (¢, z) aus dem Rechteck {(t,z) : [t| < 10, |z —1] < ¢} = (—10,10) x B.(1) ist die Funktion f definiert
durch f(t,z) =1+ 22.

(a) Geben Sie mit dem Satz von Picard-Lindel6f ein Intervall [—4, §] an, auf dem das Anfangswertpro-
blem

a'(t) = f(t,z(t), =(0)=1,
genau eine Losung auf (—4,d) besitzt.
(b) Wie muss die Menge G gewéhlt werden, damit die Intervalllinge 26 aus a) grofitmoglich wird?

(c) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems (durch Separation), also indem Sie alle Terme,
in denen x vorkommt, auf eine Seite bringen und dann die Gleichung auf beiden Seiten integrieren.
Auf welchem Intervall existiert die Losung?

8. Berechnen Sie die ersten drei sukzessiven Picarditerationen zu dem Anfangswertproblem

' (t) =t — (z(t)?, teR, z(0)=1.

9. Fiihren Sie vier Schritte der Picarditeration fiir das AWP 2’ = 22, 2(0) = 1 aus. Dies legt nahe, dass gilt
zr(t) =1+t + 24+ tF L O(tF ).

Vergleichen Sie diesen Ausdruck mit der exakten Losung x(t). Fiir welche ¢ € R konnte man limy_, o 2 (t) =
x(t) erwarten? Geben Sie ein § > 0 an, sodass die Picarditeration auf [—d, ] gegen die exakte Losung
konvergiert.



