Analysis 2, 2. UE-Test, Gruppe B

1. Beispiel: Sei A : R? — R? in Matrixdarstellung gegeben durch

NEE

Berechnen Sie die Abbildungsnorm von A, wenn man R? vorne mit ||.||o, und
hinten mit ||.||; versieht.

Berechnen Sie auch die ||.||;- und die ||.||oo-Norm von A, wenn man L(R? R?)
R**? mit dem R* identifiziert.

~

Losung: Fiir die Abbildungsnorm einer linearen Abbildung A : X — Y
zwischen zwei normierten Raumen (X, ||.||x) und (Y, ||.||y) gilt

[A]] = sup {[[Azly - 2 € X, [lz]x =1}

In unserem Fall gilt (X, [|.||x) = (R?, ||.|lec) und (Y, [.|ly) = (R, ||.]l1), und
fiir einen beliebigen Vektor z = (1, 22)T mit ||z]/, = 1 folgt
[Azlly = [221] 4 [ — 21 + dwo| < 2[an| + || + 4]z
< Tmax{[zy], 22|} = 7]|2] =7,
was die Ungleichung ||A]| < 7 impliziert. Fiir die andere Ungleichung be-

trachte den speziellen Vektor z = (—1,1)7, der natiirlich ||z||« = 1 erfiillt,
und folgere

IA] = sup {||Az]: : 2 € R, [|o]loc = 1}

-1
()
da wir nun einen speziellen Vektor genommen haben, der in der Supremums-
bildung vorkommt. Insgesamt haben wir also ||A|| = 7 gezeigt.

Vv

|2+ +4 =7,
1

Um L(R?,R?) = R?*2? mit dem R? zu identifizieren, schreiben wir die Matrix
A um in einen Vektor A = (2,—1,0,4)7 (oder auch A = (2,0,—1,4)”) und
berechnen )

[All = 12|+ [ = 1[+[0] + |4] =7

und .
[Alloo = max{[2|,[ — 1], (0], [4]} = 4.



2. Beispiel: Begriinden Sie, warum die Funktion

1
g:xr—> / et dt
0

als Funktion von (0, +00) nach R wohldefiniert (d.h. fir z € (0, +o0) exis-
tiert das Integral) und stetig ist!

Losung: Wir miissen das Integral als uneigentliches Integral bei 0, d.h. als
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lim et dt
a—0 a

auffassen. Bemerke dabei, dass t*~! nur fiir £ € RT und 2 € R definiert ist
durch
t"1i=exp((x —1)Int).

Wir wollen nun die Wohldefiniertheit des Integrals zeigen: Es gilt
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lim | e % 'dt < lim [ t* 'dt
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AT |
= lim —|,=lim — — — = —,
a—0 T a—0 T X X
da o” fir @« — 0 gegen 0 konvergiert. Dies sieht man leicht, indem man
a” = exp(xlna) schreibt und auf der rechten Seite den Grenziibergang
durchfiihrt - man beachte dabei, dass man Limiten mit stetigen Funktio-
nen vertauschen kann. Somit haben wir fiir unser urspriingliches Integral
eine konvergente Majorante gefunden, womit die Wohldefiniertheit gezeigt
ist.

Um die Stetigkeit zu zeigen, gehen wir folgendermaflen vor: Sei [a,b] C
(0, +00) fest. Offenbar ist die Funktion

ft,z) =e 't ?

als Zusammensetzung stetiger Funktionen auf [1,1] x [a, b] stetig, wobei n €
N. Nach dem Satz iiber Parameterintegrale (Korollar 8.7.9) sind dann auch
die Funktionen g, : [a,b] — R definiert durch

1
gn(x) ::/1 el dt



stetig. Man beachte hier, dass der Integrand stetig auf dem Produkt zweier
kompakter Mengen sein muss! Wir wollen jetzt zeigen, dass die Funktio-
nenfolge ¢, gleichméafig gegen die gegebene Funktion g konvergiert. Dazu

schreiben wir
1 1
/ el ar — / et dt
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was fiir n — oo gegen 0 konvergiert. Somit konvergiert die Funktionenfolge
gn auf [a,b] gleichméBig gegen die Funktion g. Da gleichméfige Konvergenz
die Stetigkeit erhilt, ist somit auch g stetig fiir x € [a, b]. Da man fiir jedes
x € (0,400) eine kompakte Menge findet, die x enthdlt und noch ganz in
(0, +00) enthalten ist, folgt die Stetigkeit der Funktion g auf ihrem gesamten
Definitionsbereich.



