5. ﬁbungsblatt - Analysis auf Mannigfaltigkeiten - WS 2011

1. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 7 : T*M — M die kanonische Projektion.
Wir definieren ein Kovektorfeld o auf 7*M durch

a,(v) = &(m), veT,(T*M), p=(x,8), £ € TiM.

Es seien (U, x1, . .., x,) Koordinaten fir M und (T*U, x4, . .., zp, &1, - - ., &) die zugehorigen
Koordinaten fiir T*M. Zeigen Sie, dass beziiglich dieser Koordinaten

o= i & dx;
i=1

gilt.

2. Esseien M7 und M, glatte Mannigfaltigkeiten und F' : M; — M, ein Diffeomorphismus.
Wir definieren eine Abbildung F} : T*M; — T M, durch

Fy(x,€) = (F(z), (F*)7'¢).

Zeigen Sie:

(a) Fy:T*My — T*M, ist glatt.

b) (G o F)y = Gy o Fy fur Diffeomorphismen F': M; — My und G : My — M;.
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(c) Fy:T*My — T*M, ist ein Diffeomorphismus.

3. Beweise Sie die Aussagen der Beispiele (a)-(d) auf Seite 69 im Skriptum.

4. Wir definieren eine Abbildung F : S? — R* durch

F(z,y,z) = (xQ — y2, Y, T2, Yz2).

(a) Zeigen Sie, dass I glatt ist.

(b) Es bezeichne p : S% — RP? die kanonische Projektion. Zeigen Sie, dass F eine
glatte Einbettung F : RP? — R* induziert,
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5. Es sei M eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass es keine Submersion
F:M —RF k>0, gibt.

6. (a) Essei m: M — N eine glatte Abbildung mit der Eigenschaft, dass jeder Punkt
von M im Bild eines glatten lokalen Schnittes von 7 liegt. Zeigen Sie, dass 7 eine
Submersion ist.

(b) Esseim: M — N eine Submersion und X € T (V). Zeigen Sie, dass es auf M ein
glattes Vektorfeld gibt, das mit X m-verwandt ist. Ist dieses Vektorfeld dadurch
eindeutig bestimmt?

7. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und .S eine Teilmenge von M fiir die jeder Punkt
p € S eine Umgebung U C M besitzt, sodass U N S eine eingebettete
k-Untermannigfaltigkeit von U ist. Zeigen Sie, dass dann auch S eine eingebettete
k-Untermannigfaltigkeit von M ist.



