5. ﬁbungsblatt - Analysis auf Mannigfaltigkeiten - SS 2016

1. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie, dass die eingebetteten Untermannig-
faltigkeiten der Kodimension 0 in M genau die offenen Untermannigfaltigkeiten sind.

2. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und 6 : D — M ein glatter Fluss. Zeigen Sie,
dass

p =V, =07 (0)
ein glattes Vektorfeld V' auf M definiert (den infinitesimale Erzeuger von @) und dass
jede Kurve 8% eine Integralkurve auf V' ist.
3. Berechnen Sie den Fluss der folgenden Vektorfelder in R?:
_ 0 D
1. V=y 2% T By
_ ., 0 0]
4. Sei M eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit mit einem nirgends verschwindenen glat-

ten Vektorfeld. Zeigen Sie, dass eine glatte Abbildung F': M — M existiert, die ho-
motop zur identischen Abbildung ist, aber keine Fixpunkte hat.

5. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Seien V und W endlich-dimensionale Vektorrdume. Angenommen7 : VxW — Z
ist eine bilineare Abbildung in einen Vektorraum Z mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder bilinearen Abbildung A : V x W — Y, gibt es eine eindeutig bestimmte
lineare Abbildung A : Z — Y, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

A

V xW Y

T

5N

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus @ : V @ W — Z mit
T=®om wobeim:V xW — V ®W die kanonische Projektion bezeichnet.

(b) Ist V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum, dann ist der Raum T*(V*)
aller kovarianten k-Tensoren auf V' kanonisch isomorph zum k-fachen Tensorpro-
dukt V*®@---@ V™.

6. Beweisen Sie folgende Aussagen:

(a) Das symmetrische Produkt ist kommutativ und bilinear.

(b) Sind S, T kovariante 1-Tensoren, dann gilt
1
ST = §(S®T+T®S).
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7. Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und A eine geschlossene Teilmenge von M. Es
sei weiters w eine glatte Differentialform auf A, in dem Sinn, dass w zu einer glatten
Differentialform in der Umgebung jedes Punktes von A fortgesetzt werden kann. Zeigen
Sie, dass es zu jeder offenen Menge U, die A enthélt, eine glatte Differentialform
w € QF(M) gibt, sodass W|4 = w und suppw C U.



