Zusétzliche UE-Aufgaben zur Vorlesung , Algebra®, TU Wien, SS 2014.

. (Variante von UE2) Sei (M,0,v) eine beliebige Algebra vom
Typ (0,1).
Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ von den natiirlichen Zahlen nach M;
genauer: es gibt genau eine Abbildung ¢ : N — M, die

e die natiirliche Zahl 0 auf 0 abbildet, und
e fiir alle Zahlen n den Nachfolger v(n) auf den Nachfolger von f(n) abbildet.

Beweisen Sie dies mit vollstdndiger Induktion, indem Sie dem Hinweis in Aufgabe 2
folgen. (Das Wort ,, Isomorphismus® ist aber jetzt durch Homomorphismus zu ersetzen.)

. Wie viele Algebren vom Typ (2,1,0) gibt es, die die Grund-
menge {1,...,n} haben?

. Wie viele Isomorphieklassen von zweielementige Algebren vom
Typ (1,1) gibt es? (D.h.: Geben Sie méglichst viele paarweise nicht-isomorphe 2-elementige
Algebren vom Typ (1,1) an.)

. Ein Korper mit Positivbereich ist ein Kérper K mit einer Teil-
menge P, die folgende Eigenschaften hat: P ist unter + und - abgeschlossen, enthélt 0,
und fiir alle x € K \ {0} gilt genau eine der Aussagen x € P, —x € P. Zeigen Sie, dass
in einem angeordneten Korper die Menge {z : x > 0} ein Positivbereich ist. Zeigen Sie,
dass ein Kérper mit Positivbereich P durch die Definition z < y :< y — x € P zu einem
angeordneten Korper wird.

. Finden Sie angeordnete Korper Ki, Ko, sodass es mindestens
zwei verschiedene Korperisomorphismen f,g : K1 — Ky gibt. (Hier ist nicht verlangt,
dass f und g die Ordnung erhalten.)

. Sei K = (K, +,0,—,-,1) ein Korper. Zeigen Sie, dass K einfach
ist (also nur die beiden trivialen Kongruenzrelationen zulésst).

. Sei G eine Gruppe, g € G, n € Z. Dann gilt n- g = 0 genau
dann, wenn n ein Vielfaches von o(g) ist, d.h. wenn o(g)|n.

. Sei G endliche Gruppe, |G| = n. Dann gilt fiir alle g € G:
o(g)In.
. Sei G abelsche Gruppe, und seien a und b Elemente von G.

Dann gilt o(a+0) teilt kgV (o(a), o(b)). Geben Sie ein Beispiel an, wo o(a+b) echt kleiner
als kgV'(o(a),o(b)) ist.



. Sei (G,-,1,71) eine Gruppe. Mit Aut(G) bezeichnen wir die
Menge aller Automorphismen von G (=aller Isomorphismen von G auf G). Die Menge
Aut(QG) bildet (mit der Verkniipfungsoperation) selbst eine Gruppe. Fiir jedes Element
g € G sei p,: G— G die durch py(z) = grg~! definierte Abbildung.

1. Zeigen Sie: Fiir jedes g ist ¢, € Aut(G).
2. Zeigen Sie: Die Abbildung ® : G — Aut(G), die durch ®(g) = ¢4 definiert ist, ist

ein Homomorphismus.
3. Zeigen Sie: ker(®) ={x € G:Vy € G (zy = yx) }.

4. Berechnen Sie ker(®) fir den Spezialfall G = S5, die Gruppe aller Permutationen
einer 3-elementigen Menge.

. Sei G eine Gruppe mit mehr als einem Element, H := G x G.
Finden Sie einen Automorphismus von H, der nicht in der Menge { ¢, : h € H } liegt.

. Sei Gy, die von 2% + Z erzeugte Untergruppe von Q/Z. (Es gilt
also Gy, ~ Cy.) Fiir j < k definieren wir einen Homomorphismus ¢ : G; — G, durch
Lik(q+7Z) = 2k=iq + 7 fiir alle g € Q.

1. Zeigen Sie, dass die ¢;; wohldefiniert sind und ¢; 3, = ¢ 0¢;; fir alle s < j < k
erfiillen.

2. Beschreiben Sie den in der Vorlesung definierten ,Limes“ G, dieser Folge von
Gruppen. (Geben Sie an, ob er leer oder nichtleer, unendlich oder endlich, abzahl-
bar oder iiberabzahlbar ist, geben Sie typische Elemente oder — wenn méglich —
eine explizite Aufzdhlung an, oder einen Isomorphismus zu einer wohlbekannten
Gruppe; beschreiben Sie auch die Homomorphismen ¢j+ : G; = Go.)

. Wie die vorige, aber mit ¢ (¢ +Z) = q + Z.
. Wie die vorige, aber mit ¢ (¢ +Z) = 3k=ig+ 7.
. Sei K eine Klasse von Algebren, '€ X, E C F.
(1) Sei F frei iiber E in K. Sei i : E — F die Identitét idp. Dann ist F' frei tiber
(E,1).
(2) Seii: B — F injektiv, E := i(B). Dann ist F' genau dann frei iiber (B,i) in X,
wenn I frei iiber F in X ist.

. Sei X eine Klasse von Algebren, die mindestens eine ALgebra
mit mindestens 2 Elementen enthélt. Sei F' € X frei iiber (B,). Dann ist ¢ injektiv.

(1) Die Gruppe Z wird frei von 1 erzeugt (nicht beweisen).
Folgern Sie, dass C5 nicht frei von einem Element erzeugt wird.

(2) Sei b € Cs. Zeigen Sie explizit, dass Cy nicht von b erzeugt wird, indem Sie eine

Gruppe G und eine Abbildung j : {b} — G angeben, die sich nicht zu einem
Homomorphismus fortsetzen lésst.
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. Sei K eine Klasse von Algebren, die unter Unteralgebren, Pro-
dukten und homomorphen Bildern abgeschlossen ist. Sei I' die Menge aller Gesetze, die
in allen Algebren A € X gelten. Sei A eine beliebige Algebra, die alle Gesetze in I erfiillt.
Sei i : B — A eine Bijektion, und sei F' € X frei {iber B.

Zeigen Sie A € K, indem Sie einen surjektiven Homomorphismus von F' auf A angeben.
Uberlegen Sie insbesondere, warum die durch @(t¥(by,..., b)) == t2(i(by),...,i(by))
definierte Abbildung wohldefiniert ist, und warum sie Homomorphismus ist.

. Seien (A, f,g,h) und (4', ', ¢', h') Algebren vom Typ (1,1,1),
und seien A und A’ disjunkt. Geben Sie ein Koprodukt von A und A’ an. (D.h. eine
Algebra (C, fc, 9o, he) sowie Homomorphismen i : A — C, i’ : A’ — C, sodass (C,1,17’)
die universelle Eigenschaft eines Koprodukts hat.

. Sei X die Klasse aller Algebren (A4, S,e) von Typ (1,0). Mit N
bzw. Z bezeichnen wir die Algebren (N, S,0) bzw. (Z, S,0), wobei S die Nachfolgerfunk-
tion x — x + 1 auf N bzw Z sei.

(1) Geben Sie ein Koprodukt (in X) von N und N an.
Das heifit: Geben Sie eine Algebra (C, S¢) sowie zwei Homomorphismen

i1 @2

an, sodass fiir alle Algebren (D, Sp) und fiir alle Homomorphismen

D
N
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gilt:
Es gibt genau einen Homomorphismus h : C — D, sodass f; = h o1y,
fg =ho ig.
D
N A fa
h
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(2) Geben Sie ein Koprodukt (in X) von N und Z an.
(3) Geben Sie ein Koprodukt (in X) von Z und Z an.

. Sei K eine Klasse von Algebren, die unter Unteralgebren ab-
geschlossen ist. Sei (C,11,i2) Koprodukt von A; und Ay in XK. Dann wird C von {i1(z) :
x € A1} U{ia(y) : y € Aa} erzeugt.



. Sei R Integritétsbereich, a € R\ {0}. Dann sind die folgenden
Aussagen &quivalent:

(1) Fir alle z,y € R mit 2y = a gilt:  ~ 1 oder x ~ a.
(2) Fir alle z,y € R mit 2y = a gilt:  ~ 1 oder y ~ 1.
(3) Fiir alle z,y € R mit xy = a gilt: x ~ a oder y ~ a.
Uberlegen Sie, welche der von Ihnen bewiesenen Implikationen auch ohne die Voraus-

setzung der Nullteilerfreiheit von R gelten. (Vergessen Sie nicht, sich auf eine Definition
von a ~ b festzulegen.)

. Sei R := Z[\/—6]. Finden Sie ein Element von R, das sich auf
(mindestens) 2 verschiedene Arten als Produkt von irreduziblen Elementen darstellen
lasst (wobei zwei Darstellungen als gleich zahlen, wenn sie in einer geeigneten Reihenfolge
jeder Faktor des ersten Produkts zum entsprechenden Faktor des zweiten assoziiert ist).
Finden Sie ein Element, das irreduzibel aber nicht prim ist.

. Beweisen Sie 4.3.1.8, 4.3.1.9, 4.3.1.11a.

. Sei Z[x] der Ring der Polynome mit Koeffizienten in Z. Dann
ist Z[x] in Rng, von x frei erzeugt. (Nicht beweisen.)
Sei R € Rng,. Zeigen Sie, dass R[z] (der Ring der Polynome mit Koeffizienten in R) das
Koprodukt (in Rng,) von R und Z[z] ist.

. Sei R Integritétsbereich. Dann ist R genau dann ein euklidi-
scher Ring, wenn es eine Funktion G : R — NU {—o0} mit folgender Eigenschaft gibt:

e G(x) = —oo genau dann, wenn x = 0.
e Fiir alle a,b € R mit a # 0 gibt es ¢, € R mit b = aq + r und G(r) < G(a).

. Sei R ein Integritatsbereich, und sei r € R\ {0}. Fiir jedes d
gibt es hochstens ein @ mit xd = r; wenn es so ein x gibt, nennen wir es 7.
Wir schreiben ¢ ~ g¢gT'(a,b) fir: “cla und ¢|b und: fiir alle ¢’ mit |a, ¢/|b gilt ¢/|¢.”
(Wenn es mindestens ein solches ¢ gibt, dann schreiben wir “g¢g7'(a, b) existiert.”)

1. Wenn ggT'(ra,rb) existiert, dann auch ggT'(a,b).
2. Wenn d ~ ggT(ra,rb), dann r|d, und % ~ ggT(a,b).
3. Wenn ¢ ~ ggT'(a,b) und gg7T'(ra,rb) beide existieren, dann rc ~ ggT'(ra,rd).

4. Wenn R faktorieller Ring ist, dann gilt g¢T'(ra,rb) ~ r - ggT(a,b).
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. Wir zeigen, dass [[z] nur dann Hauptidealring ist, wenn [
Korper ist.

1. Erster Beweis: Sei I ein Integrititsbereich aber kein Kérper, und sei a € I\ {0}
keine Einheit. Man zeige, dass die Menge {i+ra : i € I,r € R} ein Ideal aber kein
Hauptideal ist.

2. Zweiter Beweis: Sei I[x] Hauptidealring. Zeigen Sie, dass das von z erzeugte Ideal
(x) in I[z] ein maximales Ideal ist, und dass I[z]/(z) daher ein Korper ist. Folgern
Sie daraus, dass I ein Korper ist.

. Sei R Ring, E(R) :={r € R:r ~ 1}, K der Quotientenkérper
von R. Fiir k1, ke € K \ {0} definieren wir k1 ~ ko 1< ki /ko € E(R).

e Seien f1(X), f2(X) € R[X], und seien ay,a2 € R\ {0}.
Aus afllfl = éfz folgt iC(fl) ~ a*IQC(fQ)

e Sei fe K[X], f=_-fi, i € RIX],und ¢ € K, ¢ ~ -C(f1). (D.h., ¢ st ein Inhalt
von f(X).)
Dann gibt es ein primitives Polynom f € R[X] mit f = cf.
. Zeigen Sie: Sei p(x) = apa™ + ---a12 + ag € Z[z], und sei %
Nullstelle von p mit r, s € Z, ggT'(r,s) ~ 1. Dann gilt r|ap und s|a,.
Schlieen Sie daraus, dass fir a € Z die Gleichung ™ = a in Q genau dann l6sbar ist,
wenn sie in Z losbar ist.

. Sei K Korper, und sei p(z) € K[z]| ein Polynom vom Grad n.
Sei L der Zerfallungskorper von p(z) iiber K. Zeigen Sie, dass [L : K| < n! gelten muss.

. Sei K = {0, 1} der 2-elementige Kérper. Sei p(x) = 2 +z+1 €
K|[x]. Zeigen Sie, dass p(x) in K keine Nullstellen hat, und schlieflen Sie, dass p(x)
irreduzibel ist.
Sei L der Zerféllungskorper von p(x) iiber K. Zeigen Sie [L : K| = 3.
Hinweis: Sei a € L eine beliebige Nullstelle von p(x). Sei 8 := a?, v := a*. Zeigen
Sie, dass «, 3, verschieden sind, und dass auch p(8) = p(y) = 0 gilt; schlieflen Sie
L= L{8.7) = K(a).



