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1. Seien ¢ und 7 zwei Stoppzeiten beziiglich einer vollstandigen und rechts-
stetigen Filtration ¥ = (#);>0. Verwenden Sie das Optional Sampling
Theorem um zu zeigen, dass die Operatoren der bedingten Erwartung
E% und E’ auf L%(9, 4, P) vertauschen und ihr Produkt durch E7-A
gegeben ist.

Hinweis: Betrachten Sie fiir ein £ € L(€, Foo, P) das Martingal M, := E[¢| 7],
t>0.

2. Sei T > 0. Zeigen Sie, dass fiir jede stetige Funktion ¢ : R — R der
Prozess g(B) : (w,t) — g(B:(w)) in der Klasse P2 [0, T] liegt, aber nicht
notwendigerweise in P2[0, 7.

Hinweis: Um eine stetige Funktion g : R — R zu finden, sodass g(B) ¢ P?[0,T)
betrachten Sie die Funktion g(t) = et

Sei ¥ eine rechtsstetige und vollsténdige Filtration auf R . Ein Prozess M heifit
lokales Martingal falls er an ¥ adaptiert ist und es eine Folge von Stoppzeiten
(T )nen mit 7, 7 oo f.s. gibt, sodass der Prozess M ™ — M, fiir alle n € N ein
Martingal ist. Die Folge (7,,)nen nennt man lokalisierende Folge fiir M.

3. Sei X € P2 .. Zeigen Sie, dass dann X.B ein lokales Martingal ist und jede
lokalisierende Folge fiir X auch eine lokalisierende Folge fiir X.B ist.

4. Zeigen Sie, dass jedes lokale beschrinkte Martingal ein Martingal ist.



