Stochastische Analysis 1, WS15 Arpad Pinter

Ubungsblatt 5

1. Pfade der Brownschen Bewegung haben f.s. unendliche Linge.
Sei B = (B¢)t>0 eine d-dimensionale Brownsche Bewegung. Definiere fiir t > 0, n € N und p > 0
die nicht-negative Zufallsvariable

277.
lnp(t) = Z | Bikjan — Bie—1)/2n Il
=1

(a) Zeige, dass limy, o0 £pp(t) = oo fs. fir alle p € (0,2) und ¢ > 0. (Mit p = 1 erhélt man,
dass die Pfade der Brownschen Bewegung f.s. unendliche Linge haben.)

(b) Zeige fiir alle t > 0, dass £, 2(t) ~ T'(2"71d, 2"~ /t) und folgere, dass L?-lim,, o0 I 2(t) = td
fs.

Hinweis fir (a): Berechne lim,,_, logElexp(—i, ,(t)]. Verwende zuerst die Unabhingigkeit der Inkre-
mente von B, dann die Abschitzungen e <1 —x + %2 fiir © > 0. Verwende das Ergebnis aus Aufgabe
2.25(e) des aktuellsten Skriptums (ohne Beweis) und die Abschitzung log(1 + ) < x fir x > —1.
Hinweis fiir (b): Verwende die Resultate aus Aufgabe 2.25 des aktuellsten Skriptums (ohne Beweis) fiir
den ersten Teil und Beispiel 5 aus der 3. Ubung zur Berechnung des L?-Limes fiir den zweiten Teil.

2. Pfade der Brownschen Bewegung sind f.s. nirgends differenzierbar.
Zeige, dass fast alle Pfade einer eindimensionalen standardisierten Brownschen Bewegung B
nirgends differenzierbar sind.

Hinweis: Angenommen fiir ein w € Q ist der Pfadt — Bi(w), t € Ry, an der Stelle s € R differenzierbar.
Fiir dieses Stele s existiert eine (Lipschitz-)Konstante £ € N und ein 6 > 0, sodass fiir alle t mit [t—s| < §
gilt

|Bi(w) — Bs(w)| < €]t — s].

Wiihle k := [s] und m € N, sodass % < §. Fiir jedes n > m und i := [ns] folgt fiir alle drei Inkremente
[B(j+1)/n(w) = Bjm(w)| < Tl/n,
wobei j € {i,i+ 1,i+ 2}. Somit ist dieses w enthalten in der Menge

nk 1+2

v= U N U N{Burme =Bl </},

k,4,meNn=m i=nk—n+1 j=1

Zeige, dass N eine Nullmenge ist.

3. Sei d € N. Definiere fiir alle n € N und t; < t9 < --- < t,, in Ry das Wahrscheinlichkeitsmaf}

tilg tilg -+ t1lg

tilg talyg --- toly
Kty tn = N 0, . . . .

tily tolg -+ tuly

auf dem Raum (R, B").
Zeige, dass die Familie der Wahrscheinlichkeitsmafle

{itr, e | N EN, B <ty <--- <tp in Ry}

konsistent ist.
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4. Figenschaften der ,Modifikationsrelation*.
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (S,S) ein separabler metrischer Raum und 7' # ()
eine Indexmenge. Bezeichne P den Raum der stochastischen Prozesse auf (2, F,P) mit Werten
in (5,S) und Indexmenge T'.
Definiere die ,Modifikationsrelation® fiir X, Y € P als

X =Y :& X ist Modifikation von Y.

(a) Zeige, dass die ,Modifikationsrelation“ eine Aquivalenzrelation auf P ist.

(b) Sei X eine Modifikation von Y. Zeige, dass X und Y die gleichen endlich-dimensionalen
Verteilungen haben.
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