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Projekt 5: klassische Approximationstheorie

Ziel ist es, Approximationseigenschaften von Polynomen zu untersuchen. Insbesondere soll unter-
sucht werden, wie klein

inf — _
nf If = plleq-1.1)

werden kann. Wir werden sehen, daf§ sich dieser Ausdruck durch die Regularitéit von f, d.h. durch
Differenzierbarkeitseigenschaften von f abschéitzen 1a8t.

Notation: Mit C(T) bezeichnen wir den Vektorraum der auf R stetigen, 27-periodischen Funktio-
nen', den wir mit der Maximumsnorm

[flle = max |f(x)] = max[f(z)

xz€[0,27] z€R

versehen. Cyy,,, (T) bezeichnet die (bzgl. dem Ursprung) symmetrischen Funktionen aus C(T), d.h.
Csym(T) :={f € C(T)| f(—z) = f(z) Vz € R}. Weiter fithren wir den Raum 7, der trigonome-
trischen Polynome (vom Grad < n) und den Raum 7™ der symmetrischen trigonometrischen
Polynome ein durch

T, = {x»—> ansinnx+ancosnx\an,bn € R},

n=0
T = T, N Ceym(T) = {x — Zan cosnz | a, € R} .
n=0

Die Approximationseigenschaften der Raume P,,, T},, T:>¥"" beschreiben wir so:

E.(f) = pief]le If = plleq11) VieC([-1,1]), neNg
EIN9(f) = tlefg,f If = tllee vfed(T)
EXma(f) = inf ||f —tllem V€ Coym(T).

i
tETSym

1. Sei f e C([-1,1]) und f € C(T) definiert durch f : 0 — f(cosf). Zeigen Sie: f € Coym(T)
und B, (f) = Bmro(f).

2. Aufgabe 1 hat die Approximation durch (algebraische) Polynome auf eine Approximationsauf-
gabe mit symmetrischen trigonometischen Polynomen zuriickgefiihrt. Ziel dieser Aufgabe ist
deshalb, E9(f) fiix f € C(T) und EV™"9(f) fiir f € Cgymn(T) abzuschiitzen. Dies geschieht
durch konkrete Konstruktion einer Approximation ¢, € 7, bzw. ¢, € T:¥™ in Aufgabe 3
mittels der sog. Jacksonoperatoren®. Hier betrachten wir zuerst einen allgemeinen Rahmen
fiir Aufgabe 3.

Fir f € C(T) und h > 0 definieren wir den Stetigkeitsmodul

w(f,h) = sup |f(z) = f(z+1)

z,eT,0<t<h

Der Faktorraum T = R/[0, 27) heiBt Torus—fiir die Aufgabe ist dies jedoch nicht relevant
2Dunham Jackson, 1912 im Rahmen seiner Dissertation bei Landau



3.

a) Zeigen Sie: Fiir A, h > 0 gilt
w(f, M) < (L+Aw(f, h).

b) Sei K,, € C(T) mit folgenden Eigenschaften:

)>0 vteT (1a)
/ Kot) = 1 (1b)
K, € T>™. (1c)

Zeigen Sie: J,(f,-) definiert durch

Ju(fra) = (Ko % f)( /fa:—t (t) dt

ist ein trigonometrisches Polynom vom Grad < n, d.h. J,(f,-) € T,. Falls sogar f €
Csym(T), dann ist J,,(f,-) € T¥™.

c) Erfillt K, zusitzlich zu (1a)—(1c) die Bedingung
/ K, dt <Cin™* k=01 (1d)
0

fiir eine Konstante C'; > 0, die unabhéngig von n ist, so gilt:

|f(x) = Ju(f, )| < 2Cw(f,1/n) VeeT, neEN

Wir zeigen nun, dafl symmetrischen trigonometischen Polynome K, mit den Eigenschaften
(1) aus Aufgabe 2 konstruiert werden konnen.

a) Zun € N definiere

sinmt/2\* n i
K,(t) =\ | —= | , =|=|+1, An ydaBl [ K, (t)dt = 1.
(®) (smt/Z) " L2J+ > 050, da /_7r ®)

Uberlegen Sie sich, dal K, € T¥™. Zeigen Sie die Existenz einer Konstanten Cy > 0
(unabhéngig von n) so daf§

C'Q_ln_3 <Ay < Cyn™3

Hinweise: Uberlegen Sie sich

Z L 7] iz _ 1 sin 24
A n+1 n+1 \ sinz/2

j=-n

Uberlegen Sie sich, daf x/7 < sinz/2 < x/2 fiir x € [0, 7] gilt.

b) Der Kern K, ist stark bei ¢ = 0 lokalisiert (Plotten Sie K, fiir verschiedene Werte
von n (wahlen Sie der Einfachheit halber fiir den Plot immer A, so, daf} K,,(0) = 1)!).
Zeigen Sie eine quantitative Version dieser Beobachtung, indem Sie die Existenz einer
Konstanten C3 > 0 (unabhéngig von n) nachweisen, so daf

/ t K, (1) dt < Csn™F, k=0,1,2.
0



c) SchlieBen Sie

EUO(f) < 2Cw(f,1/n)  Vf € C(T)
ESmtia(f) < 2Csw(f,1/n) Y € Caym(T).

4. (Riickkehr zu algebraischen Polynomen)
a) Fir f € C([—1,1]) und h > 0 definiert man den Stetigkeitsmodul w(f, h) wie folgt:
w(f; h) = sup |[f(x+1) = f(2)|

z€[—1,1],t€[0,h],z+te[—1,1]
Zeigen Sie: Definiert man wie in Aufgabe 1 fiir f € C([—1,1]) die Funktion f durch
f(0) :== f(cosh), dann ist f € Cyyy(T) und

w(f,h) <w(f,h)  Vh>0.

b) Schlieflen Sie:
En(f) S Qng(f, 1/7’L) Vn € N().

5. a) Uberlegen Sie sich, daB fiir f € C*([—1,1]) gilt:

1
E.(f) < 203ﬁ\|f’||0([—1,1])-

Zeigen Sie, dafl man daraus
1

Enf) = Q) e T E D)

IOl fiwn >k (2)

folgern kann.

b) (exponentielle Konvergenz fiir Polynomapproximation analytischer Funktionen). Sei f €
C>([—1,1]) und es gebe Konstanten Cy, v; > 0, so daf fiir jedes z € [—1, 1]

|f® (@) < Cpyfk! Yk €N

(M.a.W.: Die Taylorreihe von f konvergiert fiir jedes x in einer Umgebung von x).
Schliefen Sie auf die Existenz von Konstanten (' und ¢ € (0,1), so dafl

E.(f) <Cyq"  VneN,.

Hinweis: Koppeln Sie n und k& in (2) in der Form k ~ n. Es reicht dann die folgende
abgeschwichte Form der Stirling’schen N#herungsformel zu verwenden?:

<g>n§n!§n” Vn e N

6. (Simultanapproximation) Eine Funktion f € C([—1, 1]) heifit holderstetig mit (Holder-)Exponent

a € (0,1), falls
z,y€[—1,1],x#y |ZE - y|a

Fiir @ € (0,1) und k € Ny bezeichnet C*t([—1, 1]) die Menge der Funktionen f € C*([—1,1])
fiir die f*) noch holderstetig mit Exponent o ist. Zeigen Sie: Zu f € C*+%([—1,1]) kann man
cine Konstante C, finden und eine Folge von Polynomen p,, € P,, mit

I(f — pn)(j)HC([fl,l}) < Cpypnttod, j=0,1,... k.

3der Beweis, der hier nicht verlangt wird, benétigt lediglich die Aussage (1 + 1/n)" < e fiir alle n



