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2.1. (schriftlich) Eine Matrix A € R"*" heifit SPD, wenn sie symmetrisch (d.h. AT = A) und positiv
definit ist (d.h. T Az > 0 fiir alle x € R™ \ {0}). Sei im folgenden A € R"*™ SPD.

a) Zeigen Sie: A ist reguldr und A;; >0 fiiri=1,...,n.
b) Zeigen Sie: |A;;| < 1/2(A;; + Ajj). Folgern Sie, daff max;; |A;;| = max; Aj;.

c) Zeigen Sie: Jede Hauptuntermatrix A, € RF*F ist regulir. A hat eine LU-Zerlegung.

2.2. Eine Matrix A € R™*"™ heif}t strikt diagonal dominant, wenn

D 1Al < |Aul Vi
J#i

Zeigen Sie: eine strikt diagonal dominante Matrix hat eine LU-Zerlegung.

2.3. Aunstelle einer LU-Zerlegung wird oft auch eine LDU-Zerlegung konstruiert, d.h. A = LDU, wobei
Lell,UT €Ll und D € R" " ist eine Diagonalmatrix.

a) Zeigen Sie: falls A € R™*" regulir ist und eine LU-Zerlegung hat, so hat es eine LDU-Zerlegung.
Diese ist eindeutig.

b) Formulieren Sie einen Algorithmus zur Berechnung der LDU-Zerlegung einer Matrix A.
c) Bestimmen Sie die Anzahl arithmetischer Operationen zum Berechnen der LDU-Zerlegung.

d) Formulieren Sie einen Algorithmus zum Lésen des LGS Az = b mittels LDU-Zerlegung.

2.4. (Skyline-Struktur) Eine Matrix A € R™*™ heifit Skyline-Matriz, falls es Zahlen p;, ¢; € Ng, i =1,...,n,
gibt, so daf fiir die i-te Zeile von A gilt: A;; = 0 fiir j < 7 —p; und fiir die j-te Spalte von A gilt: A;; =0
fiir i < j —¢g;. Es moge die regulére Matrix A eine LU-Zerlegung haben. Zeigen Sie mittels vollstdndiger
Induktion, dafl die Faktoren L und U die Skyline-Struktur “erben”, d.h. L;; = 0 fiir j < % — p; und
U;; =0 fitrr ¢ < j — g;. Fig. 1 zeigt ein Beispiel fiir die Aussage dieses Satzes.

2.5. (Block-LU-Zerlegung) In der Vorlesung wurde gezeigt, dafi die Faktoren L und U der LU-Zerlegung
einer Bandmatriz wiederum Bandmatrizen (mit den Bandbreiten von A) sind. Insbesondere sind fiir
Tridiagonalmatrizen A die Faktoren L und U Bidiagonalmatrizen. In dieser Aufgaben wird diese Beob-
achtung auf Blockmatrizen iibertragen.

m x m-Blockmatrizen mit Blocken der Grofie n sind Matrizen von der Form A = (A;;)7"_; mit A;; €
R™™ fiir ¢, j = 1,..., m. Die Matrix A ist eine Blocktridiagonalmatrix, falls A;; = 0 fiir i — j| > 2. Im
folgenden sei A eine solche Block-Tridiagonalmatrix.

a) Zeigen Sie: falls A eine LU-Zerlegung besitzt, so hat es eine Block-LU-Zerlegung, wobei die Fak-
toren L = (Li;){—; und U = (Uy;);"—_; Block-Bidiagonalmatrizen sind. Genauer: L;; = 0 falls
j>tioder j <i—2und Uy =0 falls i > j oder ¢ < j — 2. Zudem gilt fiir die Diagonalblocke

b) Formulieren Sie einen Algorithmus, der die Block-LU-Zerlegung berechnet.
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Abbildung 1: Ae R3%®. Hier ist: pr=p2=p3=0,pa=ps=3, 1 =q=¢q3=0,q1 =2, g5 = 4.




