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8.1. (schriftlich) Seien xy, ..., x, paarweise verschiedene Knoten. Fiir jeden Knoten x; sei m; € Ny gewihlt.
Setze N := >_"" ((m; + 1) und m := max; m;. Die Hermitesche Interpolationsaufgabe lautet: Finde

p € Pn_1, s0 daB fU)(z;) = pl)(x;) fiir j =0,...,m; und i =0,...,n.
a) Zeigen Sie: Fiir f € C"™(R) ist die Hermitesche Interpolationsaufgabe eindeutig losbar.

b) Sei der (notationellen) Einfachheit halber m; = m fiir alle i. Sei f € CV(R). Zeigen Sie die
folgende Fehlerdarstellung: Fiir jedes T € R gibt es ein £ € R mit

§@) = p(@) = @570, Olae) = [ —mm

8.2. In der Vorlesung wurden die Tschebyscheffpolynome T;, fiir « € [—1,1] durch T, (z) = cos(n arccos x)
definiert. Zeigen Sie, daf fiir diese Polynome fiir x € R\ (=1, 1) gilt:

Tn(x) = L (3:—\/3:2—1)"—1-(:174—\/:172—1)”).
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Hinweis: 3-Term-Rekursion.

8.3. a) Gegeben sei die Funktion x — f(z) = e** auf dem Intervall [a, b] fiir ein A € R. Seien fiir jedes n €

N Punkte xgn) € [a,b],i =0,...,n paarweise verschieden und p,, € P,, das Interpolationspolynom
(n)

von f zu den Knoten z;", i = 0,...,n. Zeigen Sie: lim,, . ||.f — pnllc(fa,5)) = O-

b) Sei f:[0,1] — R definiert durch f(0) = 0 und f(z) = xsin(n/z) fiir x > 0. Geben Sie das Inter-
polationspolynom an, welches f in den Punkten x; = i/n, ¢ = 0,...,n interpoliert. Konvergiert
die Folge der Interpolationspolynome gegen f in C([0, 1])

8.4. Sei n = 2m eine gerade Zahl. Die Funktion x +— f(x) = €2* soll auf dem Intervall I = [0,2] in
dquidistanten Punkten x; = ih, i = 0,...,n = 2m mit h = 2/n auf zwei Arten interpoliert werden:
pn € Py ist das Interpolationspolynom (welches die Punkte (z;, f(x;)), ¢ = 0,...,n interpoliert) und
s, ist eine stiickweise quadratische Funktion definiert durch sp|(z,, 24,.0] € P2, K = 0,...,m — 1 und
den Interpolationsbedingungen s, (z;) = f(z;) fir ¢ = 0,...,n = 2m. Geben Sie eine (sinnvolle) obere
Schranke fiir || f — pnllc(o,2) und [|f — snllc(o,2)) an. Wie mufl man in beiden Féllen n wihlen, damit
dieser Fehler < 10~* wird?

8.5. Seien —1 < zp < x1 < ---x, < 1 Knoten. I, : C([—1,1]) — P,, bezeichnet den Interpolationsoperator
in den Knoten und A,, die zugehorige Lebesguekonstante. Zeigen Sie folgende Aussagen:

Hnflleq-1) < Aallflleqry  YfeC(-1,1]) (1)
3f € C([-1,1]) sodass |Infllcq-1,1) = Anllflleq-1.1) (2)
ILv=v YvePp, (3)
8.6. Seien &, ¢ = 0,...,n paarweise verschiedene Knoten in [—1,1]. Sei ¢ : [-1,1] — Ja,b] die affine

Bijektion und x; := (&), ¢ = 0,...,n. Mit Agfl"” und A%’b] bezeichnen wir die Lebesguekonstanten
fiir die Knoten (&), bzw. (x;), bzgl. der Intervalle [-1,1] und [a, b].

a) Zeigen Sie: A%l’b] = A%ﬁl’l].

b) Zeigen Sie: Fiir f € C"!([a,b]) gilt fiir den Interpolanten 1" ¢ der f in den Knoten (),
interpoliert

I = 159 logan < 0+ A (5] I Ploqon, h=b-a



8.7. Seien z; € [a,b] ,i =0,...,n paarweise verschiedene Knoten und A,, die zugehorige Lebesguekonstante.

8.8.

Setze f; := f(x;). Sei p € P, das Interpolationspolynom, das die Werte (z;, f;), ¢ = 0, ..., n interpoliert.
Seien die Zahlen f; Approximationen an die Werte f;. Sei p € P,, das Polynom, dafi die Werte (z;, f;),
i =0,...,n, interpoliert. Geben Sie eine Abschitzung fiir |[p — pl|c([a,5)) an-

Die Funktion f(z) = 2 foﬂ cos(zsint) dt wird an den dquidistanten Punkten z; = ih, i = 0,...,n,

tabelliert, wobei h = 1771. Sei s die stiickweise lineare Interpolation, d.h. si|(, »,.,) € P1 (fiir i =
0,...,n—1)und sy(z;) = f(x;) fiiri = 0,...,n. Zeigen Sie || f —s1]lc(jo,17) < $h?. Seien nun die Zahlen fi
Approximationen an die Werte f(x;) und entsprechend 57 die stiickweise lineare Interpolation durch die
Knoten (x;, fl), 1 =0,...,n. Wie genau miissen die Approximationen ﬁ sein, damit || f =51/ ¢(j0,17) < %h2
ist?



