106.064 Numerische Mathematik

Ubung 4

Im Folgenden wollen wir die Optimalitéit der Singuldirwertzerlegung beziiglich der Frobenius- und der #2-
Operatornorm beweisen. Wir wissen bereits, dass fiir jede Matrix M € K™*" mit Singulérwerten o; die
folgenden Identitédten gelten:
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Sei nun M € K™*" mit Singuldrwertzerlegung M = UXVH und Singuldrwerten o;. Sei ferner p € N
mit p < min{m,n}. Wir schreiben die orthogonalen Matrizen U € K™*™ und V € K"*" in der Form
U = (Up,Uy) und V= (Vp, V1) mit Uy € K™*P und Vy € K*"*P. Ausserdem definieren wir S, :=
diag(o1,...,0p) € KP*P und betrachten die Matrix:

7;M — UUSpVOH € K;r)nxn — {M c K'rnxn ‘ Rang(M) S p}

Aufgabe 1 (schriftlich). Zeigen Sie, dass 7T,M die Bestapproximation von M beziiglich der ¢*>-Norm
im Raum der Rang-p Matrizen ist, d.h.

M = TpMlls = min [|M = M|z = op1.

MPGK;:LXTL
Gehen Sie hierbei wie folgt vor:
(i) Zeigen Sie, dass das Minimum durch 7,M tatsichlich angenommen wird, d.h. |M —T,M||2 = opt1.

(ii) Sei M, € K;**" beliebig. Zeigen Sie, dass es orthonormale Vektoren 2,11, ..., 2Rang(n) € K" mit
zj € ker(Mp)N{v1,...,v;} =1V;, Vj=p+1,...,Rang(M)
gibt, wobei v; € K" die Spalten von V' bezeichnet.

(iii) Zeigen Sie nun |M — M,||2 > 0,41 indem Sie die soeben konstruierten Vektoren z; geschickt ver-
wenden.

Aufgabe 2 (schriftlich).  Zeigen Sie, dass 7,M die Bestapproximation von M beziiglich der Frobe-
niusnorm im Raum der Rang-p Matrizen ist, d.h.

Rang(M) 1/2
M= TMlr = min [M-Mylr=( 3
PRy Jj=p+1

Hinweis: Gehen Sie analog zu Aufgabe 1 vor und verwenden Sie zusétzlich die Invarianz der Frobe-
niusnorm unter Orthogonaltransformationen, d.h. |[M — M,||% = ||(M — M,)Q| % fiir alle orthogonalen
Matrizen @ € K™*".

Aufgabe 3. Zu einem Teilraum V von K" bezeichnet V+ := {x € K® : Vy € Vz -y = 0} das
orthogonale Komplement. V- ist ein Teilraum von K", und es gilt K® = V @ V', Insbesondere
existiert eine eindeutige lineare Abbildung P : K® — K" mit P|ly = I und Kern P = V1, bezeichnet
als Orthogonalprojektion auf V. Sei nun A* die Pseudo-Inverse von A. Beweisen Sie die folgenden
Aussagen fiir die Matrix A € K™*":



(i) AT A ist die Orthogonalprojektion auf Kern(A)+ C K",
(i) AAT ist die Orthogonalprojektion auf Bild(A) C K™.

Aufgabe 4. Fiir lineare "Gesetze" y = max+c kdnnen mittels der Methode der kleinsten Fehlerquadrate
aus Messwerten (z;,v;),i =1,..., N(N > 2) die Parameter m und ¢ bestimmt werden.

(i) Definieren Sie die Funktion R(m,c) := Zivzl (yi — (max; + c))z. Ihr Minimum ist durch die Bedin-
gungen % =0 und % = 0 gekennzeichnet. Zeigen Sie, dass diese Bedingungen auf die
Normalengleichung der Methode der kleinsten Fehlerquadrate fiihrt.

(ii) Die Methode der kleinsten Fehlerquadrate ist auch fiir manche nichtlineare Gesetze einsetzbar. Uber-
legen Sie sich, wie Sie aus den Messdaten (¢;,y;),% = 1,..., N die Parameter k, C' aus dem Gesetz
y(t) = Ce** bestimmen konnen. Wie kénnen Sie bei einem Gesetz y(t) = Ct® vorgehen, um C und
o zu bestimmen?



