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Ubung zur Numerischen Mathematik A/B — Ubung 1

Aufgabe 1:

Fiir eine Folge (z¢)ien aus [0,4] gelte |2 — xpq1| < |2 — 24P fiir ¢ > 1 mit p > 1. Unter welchen
Voraussetzungen an den Startwert x; ist die Konvergenz dieser Folge garantiert? Wie grofi muss ¢
sein, damit |2 — 24| im double precision standard 0 ist?

Aufgabe 2:
Sei (z¢)ien eine Folge aus R™ mit ||z¢|ls = O(a') und a < 1. Weiter sei 2z := % fiir t € N mit
einem beliebigen = € R™ \ {0}. Zeigen Sie
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= O(a").
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Aufgabe 3:

Eine Matrix-Matrix Multiplikation erfordert relativ viele Rechenoperationen. Der vom Mathematiker
Volker Strassen 1969 publizierte Strassen-Algorithmus reduziert die Anzahl der Rechenoperationen.
Der Einfachheit halber sei A, B € R?"*2" und das Produkt C' = AB sei zu berechnen. Dafiir werden
die Matrizen in vier Blicke der Griofle 27! zerlegt

A A Bi1 B2 Cii Ci2
A = y B = d C = .
<A21 A22> (321 322> . <021 C'22>

Dann gilt
Cn = M+ My— M5+ My, (la)
Ci2 = Ms+ Ms, (1b)
Co1 = Ma+ My, (1c)
Coy = My — My -+ M3+ Ms. (1d)
mit
M, = (A1 + Ax) (B + Ba), (2a)
My := (A1 + Ag) B, (2b)
Ms = Ay (B2 — B2), (2c)
My = A (B2 — Bi1), (2d)
Ms = (A1 + Ai2) Baa, (2e)
Ms = (A1 — A1) (Bu + Bi2), (2f)
M7 = (Aia — Ag) (Bo1 + Baa) . (2g)

Im Strassen-Algorithmus werden die Multiplikationen in (2) wiederum (rekursiv) mit der obigen Dar-
stellung berechnet.

a) Sei A, B € R™*". Ermitteln Sie die Anzahl von Multiplikationen und Additionen zur Berechnung
des Matrixproduktes AB nach Definition, d.h. ohne Verwendung des Strassen-Algorithmus.



b) Sei A,B € R™" und n = 2™. Berechnen Sie die Anzahl der Multiplikationen des Strassen-
Algorithmus zur Berechnung von AB.

Aufgabe 4:
Zur Berechnung der Euler’schen Zahl e kénnte man so vorgehen, dass man den Grenzwert
1\n
e= lim <1 + 7) (3)
n—o0 n
bzw.
1
o= fim ) g @

approximiert, indem man n geeignet wéhlt.

a) Wieviele Rechenoperationen benétigen Sie in Abhéngigkeit von n zur Approximation von e bei
beiden Varianten.

n
b)  Schitzen Sie fiir beide Varianten den Approximationsfehler A,,,(n) = e — (1 + %) bzw.
Aapp(n) =€ — 3 }_, % in Abhingigkeit von n ab.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die erste Variante den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir eine
geeignete Funktion f auf dem Intervall [0,1/n].

Aufgabe 5:
Sei f eine Abbildung des normierten linearen Raumes (X, || - ||x) in den normierten linearen Raum
(Y, |l - |ly). Dann kann die absolute Konditionszahl des Problems (f,z) (Auswertung von f an der

Stelle x € X) als die kleinste Zahl x € Ry U{oco} definiert werden, sodass fiir hinreichend kleine h € X
gilt [|f(z + h) — f(2)]ly < &llhlx.

Berechnen Sie in diesem Sinne die absolute Konditionszahl der Abbildung = — Q(z) := f_ll \;%dt,

wobei X der Raum aller auf dem Intervall [—1, 1] stetigen Funktionen versehen mit der Supremums-
norm ||zf[eo 1= supye(_q 17 [2(¢)] ist. Fiir Y = R verwenden Sie die iibliche Betragsfunktion als Norm.

Aufgabe 6:

Sei b € R™ fix. Berechnen Sie mit Hilfe des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen die relativen Kon-
ditionszahlen des Problems: Gesucht ist die Losung x € R™ von Ax = b bei gegebener invertierbarer
Matrix A € R™"*™,



