Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2008

Serie 13
Abgabe: bis Fr., 20.6.08, 12 Uhr bei Frau Kovalj

13.1. Seien M, A € RV*¥ beide SPD. Zeigen Sie: Es existieren Eigenpaare (v;, ;) € RV\ {0} x C,
1=1,...,N des verallgemeinerten EWP

AVZ' = )\ZMVZ
mit der Eigenschaft
(vi,vj)m = 0ij, (Vi, V) A = Aidij.
Insbesondere bilden die v; damit eine Basis des RY. Hinweis: EWP M~1/2AM~1/2x = \x.

13.2. a) Seiu e CH(0,7); H(Q)). Zeigen Sie: u € C1((0,T); L3()).
b) Sei u € CY((0,T); H}(Q)). Zeigen Sie: g : t — Hu(t)H%Q(Q) ist stetig differenzierbar und
g'(t) = 2(u'(t), u(t)) L2(q)-

13.3. Sei Q = (0,1) C R. Vorab zur Begriffsbildung: Fiir den Hilbertraum X = L?(Q) oder
X = H(9Q) kann eine Funktion f : @ x R — R in kanonischer Weise! als Funktionen f : R — X
betrachtet werden mittels der Interpration als ¢ — f(-, ).

a) fiir welche k € Ny ist die Funktion (z,t) — e‘z(1 — x) in C*(R; H}(Q))?
b) fiir welche a € R ist die Funktion (z,t) — efz®(1 — z) in CY(R; L?(£2))?

c) Ist die Funktion (z,t) — x—‘ﬁ ein Element von C([0,1]; L?(Q2))?

13.4. (Programmieraufgabe 13.4) Erstellen Sie ein MATLAB-Programm mit der Signatur
[u] = heat_eqn_1D_implicit_euler(x, k, X, u0,f),
das eine Approximation an die Losung des Problems
up — Uge = f,  auf Q x (0,7, u(z,t) =0 (x,t) € 902 x (0,T)

erzeugt. Dabei soll das implizite Eulerverfahren in der Zeit und klassische FEM im Ort verwen-
det werden. Hier ist x ein (sortierter) Vektor von Knoten, der das Ortsgitter beschreibt (d.h.
Q = (min(x),max(x)). k ist die Zeitschrittweite, K ist die Anzahl Zeitschritte die durchgefiihrt
werden soll. u0 ist ein Vektor (der Linge length(x) — 2) mit Knotenwerten fiir den Startwert.
f ist ein function handle fiir eine Funktion f : (x,t) — f(z,t), die die rechte Seite beschreibt.
Die Ausgabe soll ein Vektor der Linge length(z) — 2 sein, der aus den Knotenwerten der
Approximation zum Zeitpunkt Kk besteht. Testen Sie Ihr Programm mit der exakten Losung
u(z,t) = e tx(l — x) zum Zeitpunkt T'= 1 und k = 0.1h (sie sollten O(h) sehen, wenn Sie als

Fehlermaf \/ﬁ\/ S lu(z, T) — ulf|? nehmen; dieses Fehlermaf imitiert die L?(£2)-Norm).

13.5. Sei Vy C H(Q). Die Funktionen 6§ € CY([0,T);Vy), u € CH[0,T]; HY(Q)) und uy €
C1([0,T); Vi) mogen die Variationsgleichungen
(0'(t), v) r2(0) + a(B(t),v) = (r(t),v)r2(q) Vv € Vi,
(W'(t),v) 2 (@) + alult),v) = (f(t),v)12@) Vv € Hy(Q)
(uly, v) 200y + alun(t),v) = (r(t),v)r2(q) Yo e Vy
erfiillen, wobei - € C([0,T]; Vi), f € C([0,T); L*(Q2)) und a(w,v) = [ Vw - Vo.

man verwendet das gleiche Symbol “f”, obwohl strikt genommen zwei verschiedene Funktionen vorliegen



a) Zeigen Sie:
t
Oy < OO By + | ()l .
Hinweis: verwenden Sie v = 6’ als Testfunktion

b) Bezeichnet Ry : H}(Q) — Vi den Ritzprojektor, der durch die Bedingung a(Ryu,v) =
a(u,v) fiir alle v € Viy gekennzeichnet ist, dann gilt

t
ut) e (O ) < 2lult)~ Rvu(t) 3 gy +2lun (0)— Rvu(0) 31 ) +2 / It ()= Bt () 22y -

13.6. (1D inverse Abschitzung) Sei 2 C R ein Intervall und 7 ein Gitter auf Q. Mit hx, K € T,
seien die Elementdurchmesser bezeichnet und h;,;;, = minge7 hi.

a) Sei K := (—1,1) das Referenzelement. Zeigen Sie: Es gibt ein C' > 0, so daB

HwHHl([?) < CHwan(k) Yw € P1

b) Zeigen Sie:
lwllm@) < Chpiallwllz@)  Yw € SHT).
Hinweis: Sei Fi : K — K die affine Elementabbildung. Uberlegen Sie sich, in welcher
Beziehung H@’HLZ(IA{) und |[w'|| 2k bzw. [[©][2(q) und [lw||12(k) zu einander stehen,
falls W := w o F.

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



