Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2009

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.

8.5.

Serie 8

Abgabe: bis Fr., 8.5.09, 12 Uhr bei Frau Kovalj

(schriftlich) Sei m¢ die Ordnung eines (impliziten) Adams-Moulton-Verfahrens mit & Schrit-
ten und mp die Ordnung eines expliziten Verfahrens. Zeigen Sie, dafi das Verfahren, welches
durch P(EC)™ beschrieben wird, die Konsistenzordnung min{mc, mp + m} hat. Hinweis: Sie
konnen wieder annehmen, dafl f € C°°(R?) und alle von Thnen benétigten Ableitungen be-
schrénkt sind.

Betrachten Sie das Pradiktor-Korrektor-Verfahren fiir das explizite Euler-Verfahren als Pradik-
tor und das implizite Adams-Moulton-Verfahren der Ordnung 3 als Korrektor.

a) Wie viele Iterationsschritte sind notwendig, damit das Priadiktor-Korrektor-Verfahren
Konsistenzordnung 3 hat?

b) Welche Einschrittverfahren kénnte man verwenden, um aus dem Anfangswert yo den
zusatzlichen Startwert y; zu gewinnen, sodass man insgesamt ein explizites Verfahren
der Ordnung 3 erhilt? Geben Sie mindestens 2 verschiedene Einschrittverfahren fiir die
Anlaufrechnung an.

(Programmieraufgabe 8.3) Man implementiere das Priadiktor-Korrektor-Verfahren fiir das
explizite Euler-Verfahren als Pradiktor und das implizite Adams-Moulton-Verfahren der Ord-
nung 3 als Korrektor in Form einer MATLAB-Funktion

y = predcor(m,t,y0,y1,f)

Dabei ist t € R™ ein Zeilenvektor mit den Stiitzstellen, yo,y1 € R? sind Spaltenvektoren mit
den Startwerten und f ist ein Funktionshandle fiir die Funktion f(z,y). Der Parameter m
gibt die Anzahl der Priidiktorschritte an. Der Ausgabewert ist eine Matrix y € R**™, deren
Spalten gerade die Approximationen zu den Zeitpunkten ¢ sind. Verifizieren Sie Ihre Antworten
zu Aufgabe 2 numerisch. Das Adams-Moulton-Verfahren der Ordnung 3 ist gegeben durch

h
Vi1 =Yt 15 (5fit1 +8fi — fi-1) -

a) Bestimmen Sie alle 2-Schrittverfahren der Konsistenzordnung (mindestens) 3. Dabei sei
oBdA Qg = 1.

b) Welche dieser Verfahren sind nullstabil?
c) Gibt es unter den Verfahren auch explizite 2-Schrittverfahren? Sind diese nullstabil?

d) Gibt es unter den Verfahren auch solche der Ordnung 47 Sind diese nullstabil?

(symplektisches Euler Verfahren) Fiir ein Differentialgleichungssystem der Form

= flzy) Y =gy (1)

definiert man einen Schritt des symplektischen Euler Verfahrens durch

Tiv1 = i+ hf(zi )
Yir1 = Yi+hg(wit1,yiv1)

Sei nun f(z,y) =y, g(z,y) = —x.



a) Zeigen Sie: Jede Losung von (1) liegt auf einem Kreis, d.h.
H(t) = 2*(t) + y*(t) = constant vt

b) Wenden Sie das symplektische Euler-Verfahren mit Schrittweite h auf die Differential-

gleichung an und geben Sie die Abbildung < i ) — < Ziﬂ > explizit an.
i i+1

c) Zeigen Sie: Die numerische Approximation (x;,y;) liegt ebenfalls auf einer invarianten,
geschlossenen Kurve. Hinweis: Es geniigt zu zeigen, daf§ die Approximationen (x;,y;) auf
einer Ellipse der Form

a? + haxyy; + y? = constant Vi

liegen.

8.6. (Mehrschrittverfahren variabler Schrittweite) Seien tg,..., Knoten und h; = t;41 — t; die
Schrittweiten. Mit f; bezeichnen wir f(t;,y;). Formulieren Sie ein k-Schrittverfahren basierend
auf dem Konstruktionsprinzip der Adams-Verfahren der Form

k
Yirl — Yi = Z bij(hig1, his - higoi) fix1—j.
=0

Geben Sie fiir den Fall £ = 2 die Funktionen b; ;, j = 0, 1,2 an.

8.7. Betrachte eine autonome, dissipative ODE, d.h. f(t,y) = f(y) fiir ein f € C'(R? R?) und
(fy) = f@),y —79) <0 fiir alle y, j € R Ziel der Aufgabe ist es zu zeigen, daB fiir dissipative
ODEs, das Gleichungssystem des BDF-Verfahren (fiir & < 6) fiir jede Schrittweite h > 0
eindeutig gelost werden kann. Hierzu diirfen Sie verwenden, dafl o, > 0 fiir 0 < k < 6.

a) Betrachten Sie die Funktion y — F(y) := hf(y) — axy — Z§=1 Qp—;Yir1—j. Leigen Sie: I
ist strikt dissipativ, d.h. es existiert € > 0 so daf}

(F(y) = F(@),y —9) < —elly—gl>  Vy,5 € R%

b) Zeigen Sie die Eindeutigkeit einer Nullstelle von F'.

c) Betrachten Sie das AWP
y=Fy), y0)=7

mit Losung yoy. Wéhlen Sie T' > 0. Zeigen Sie: die Abbildung § — yo5(7") hat einen
eindeutigen Fixpunkt (Hinweis: Serie 1, Aufg. 1).

d) Zeigen Sie fiir die Losung 7 aus Teilaufg. ¢): Die Funktion ¢ — yo5(t) ist T-periodisch.

e) Zeigen Sie, daB t — yoy(t) konstant ist (Hinweis: betrachten Sie fiir beliebiges ¢ > 0
Y070 (1) = Yo 5(T)).

f) Zeigen Sie, dafl F(y) = 0.

Abgabe der als schriftlich gekennzeichnete Aufgaben: bei Frau Kovalj (4. Stock, griiner Turm) bis zum o.a. Termin



