Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2010

Serie 9
Abgabe: bis Fr., 14.5.10, 12 Uhr bei Frau Kovalj

9.1. (Programmieraufgabe 9.1) Schreiben Sie eine MATLAB-Routine
[y, errs] = simple_shooting(n, s)

welches das Randwertproblem

3
y' = §y2, y(0)=4, y(1)=1

mit dem einfachen Schiefiverfahren 16st. Hierbei soll n die Anzahl Newtonschritte sein, und der Riick-
gabewert y soll der Funktionswert bei t = 1/2 sein. Der Parameter s ist der Startwert fiir das Newton-
verfahren (d.h. eine erste Approximation an y’(0)). Der Vektor errs hat die Lange n und enthilt die

Fehler des Newtonverfahren. Genauer: errs(i) = |y(1) — y%)| =|1- yj(\l,)|, wobei yj(\l,) die Approximation
an y(1) ist, die im i-ten Newtonschritt erzielt wird. Verwenden Sie als Anfangswertproblemloser die
MATLAB-Routine ode45. Hinweis: Schreiben Sie wie in der Vorlesung die ODE zweiter Ordnung als
ein System erster Ordnung. Formulieren Sie weiters ein System von ODEs, welches von y, ¥, 95y, 01’
gemeinsam geldst wird. Plotten Sie errs iiber der Anzahl Newtonschritte fiir die Eingabe n = 10 und
s=1.

9.2. Seien WP, Wh zwei diskrete Evolutionen.

a) Zeigen Sie:
(UP)) =), (PP oWg)* = (¥5) o (¥])*

b) Zeigen Sie: U o (Uh)* ist symmetrisch/reversibel.

9.3. Es soll gezeigt werden, dafl ein s-stufiges RK-Verfahren reversibel /symmetrisch ist, wenn

Qst1—is41—j + Qij = b Vi, j € {1, Cee S}. (1)

a) Zeigen Sie: byy1—; =b; fir j=1,...,s.

b) Betrachten Sie

Jo = Ti—hYy bk,
=1

~
g
I

f(gl_hzaij%j), j=1,...,s.
j=1

Seien weiters k; die Stufen des RK-Verfahrens (Startwert yo, y1 = yo + h > ., bik;). Zeigen Sie,

daB yo = o, ¥1 = Y1, 7%1- = ks11-; eine Losung ist. Schlieflen Sie, dafi RK-Verfahren mit (1)
reversibel sind.

9.4. (schriftlich)

a) Zeigen Sie: die GauBpunkte und GauBgewichte sind symmetrisch beziiglich dem Intervallmittel-
punkt.

b) Zeigen Sie: Die Gaussverfahren sind symmetrisch. Hinweis: Gauf3-Verfahren sind gerade die Kol-
lokationsverfahren zu den Gaufipunkten; Aufg. 9.3

9.5. Zeigen Sie: kein explizites RK-Verfahren kann symmetrisch/reversibel sein. Hinweis: Zeigen Sie, da8 fiir
die Stabilitdtsfunktion R eines symmetrischen/reversiblen RK-Verfahrens gelten mufl: R(z)R(—z) = 1
fiir alle z € C hinreichend nahe bei 0.



9.6.

9.7.

Zeigen Sie: erhilt eine diskrete (konsistente) Evolution U" quadratische Invarianten, dann erhilt auch
die adjungierte Evolution (¥")* quadratische Invarianten. Sie diirfen der Einfachheit halber annehmen,
daB die Evolutionen W" und (¥")* fiir alle h € R und fiir alle y € R? definiert sind.

(“composition method”) Sei ®" : R? — R? die kontinuierliche Evolution und bezeichne W" eine diskrete
Evolution (die wir der Einfachheit halber auch als Abbildung R — R? auffassen) mit Konsistenzordnung
p. Nehmen Sie an, da8 es eine C''-Funktion C : R¢ — R? gibt mit

V' (y) — @"(y) = Cy)h" ™ + O(h*?), || — 0.
Seien 1, 72 € R mit den Eigenschaften

Mmtyr =1
1 1
WA =0

Definieren Sie ein neues Verfahren U" durch
Ul (y) == 0l o g2t

Zeigen Sie: das Verfahren hat (mindestens) die Ordnung p+1, d.h. zeigen Sie: W/ (y) — " (y) = O(h?*?2).



