Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2010

Serie 11
Abgabe: bis Fr., 28.5.10, 12 Uhr bei Frau Kovalj

11.1. Betrachten Sie fiir glatte Koeffizienten a, b, ¢ den Differentialoperator
Lu = —a(x)u” + b(x)u’ + c(x)u. (1)

Auf Q sei ein Gitter definiert mit Knoten x; = ih, i = 0,...,N fir h = 1/N. Definieren Sie fiir
Gitterfunktionen uj, = (u;)Y, die Operatoren D;", D, durch
U1 — Uy

(Dju)i = — 5 (Dywi:=

Ui — Ui—1
h b

und die “symmetrische” Diskretisierung Lj durch

(Lnhun); = —a(x;)(D;, Difup); + b(xz)% (D} un)i + (Dy,un)i) + c(zi)u;, i1=1,...,N—1.

a) Zeigen Sie, daB diese Diskretisierung Konsistenzordnung 2 hat. Genauer: Fiir v € C*(Q) (und,
wie in der VO u” := [u];, definiert durch (u”); = u(x;) fiir i = 0,..., N) gilt

max |(Lpu™); — (Lu)(z;)| < Ch2. (2)

i=1,..., -

b) Wie sieht die Abschitzung in (2) aus, wenn lediglich u € C*(Q)?

11.2. Betrachten Sie in Aufg 11.1 den Fall ¢ = 0.

a) Zeigen Sie das folgende diskrete Maximumprinzip: Sei h so klein, dafl
1
a(x;) £ §hb(xi) >0 Vi e {0,...,N}. (3)

Dann gilt fiir alle Gitterfunktionen wup:

(Lpup)i <0 Vie{l,...,N -1} = _max u; < max{ug, un}.

b) Zeigen Sie die Existenz einer Gitterfunktion ¢ mit folgenden Eigenschaften:
op >0, Lpon < —1, lenlleo < C  fiir ein C' > 0 unabhéngig von h.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion e** fiir geeignetes A > 0.

11.3. (Fortsetzung von Aufg. 2)

a) Zeigen Sie unter der Voraussetzung (3), daB fiir ein C' > 0 unabhiingig von h fiir alle Gitterfunk-
tionen u" gilt:

lu"lloo < max{ug], [ul |} + CllLyu"[lo

SchlieBen Sie, daB fiir jeden Vektor f € RV ! und alle wjinks, Urechis € R das lineare Gleichungs-
system: finde (u)N ), so dal

(Lhuh)i = fi7 1=1,..., N — 1, Ug = Ulinks, u?\] = Urechts
eine eindeutige Losung hat und zudem
HuhHoo S Cmaxﬂ”linksla |urechts|7 ||f||oo}

gilt fiir ein C' > 0 unabhéngig von h.



b) Betrachten Sie das Randwertproblem: finde u € C?(2) N C(Q), so daf
Lu=f auf €, u(0) =u(l) =0.

fiir ein glattes f € C2%(Q). Zeigen Sie, da8 fiir die Diskretisierung aus Aufg. 11.1 die Fehler-
abschétzung
mnax |u(x;) —ul'| < Ch?

gilt. Welche Konvergenz liefern Thre Abschiitzungen, wenn f € C1(Q)?

11.4. A € R™™ ™ heiflt reduzibel, falls es eine Permutationsmatrix P gibt, so dafl

T _( A A
P AP—( 0 Ag

ist, wobei Aj; und Ass nichttriviale quadratische Matrizen sind. A heif3t irreduzibel, falls A nicht
reduzibel ist. A hat die Ketteneigenschaft, falls, es zu jedem Paar (i,j) € {1,...,n}? eine Folge
1 =1g,%1,...,i¢ = j gibt, so daB

A A

7;1;7;27"'7Aig,17i£ 7&0 (4)

Zeigen Sie: A irreduzibel <= A hat die Ketteneigenschaft. Hinweis: zeigen Sie A reduzibel <— A
hat nicht die Ketteneigenschaft. Betrachten Sie fiir geeignete ¢ die Menge £(i) := {j|IKette i =
10,01, ...,5¢ = j mit (4)} der von ¢ aus “erreichbaren” Indizes.

90,119

11.5. Eine Matrix A € R™*™ heifit inversmonoton, falls (< ist bei Vektoren komponentenweise zu verstehen)
Ax < Ay — <.

Zeigen Sie: eine inversmonotone Matrix A ist invertierbar, und A=! > 0 (elementweise).
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