Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2011

Serie 3

Abgabe: bis Fr., 18.3.11, 12 Uhr im 4. Stock

3.1. (schriftlich) Ein allgemeines implizites Einschrittverfahren ist durch die Rekursionsvorschrift
Yit1 = Yi + hi®(ti, Yi, Yit1, hi) (1)

gegeben. Ziel der Aufgabe ist zu sehen, dafl die Konvergenztheorie fiir explizite Einschrittverfahren aus
der Vorlesung auch fiir implizite Einschrittverfahren iibertragen werden kann.

a) Sei ® € C1(R*) und fiir ein h > 0 gelte

sup sup |®(t,y,z,h)|+ |0,D(t,y, 2, k)| + 0. D(t,y, 2, h)| =1 M < 0.
t,y,2E€R0<h<h

Zeigen Sie: es existiert i > 0 so dafB fiir jedes t € R, h € (0,h) und y € R die Aufgabe:
Finde z ¢ Rs.d. z=y+ h®(t,y,z,h) (2)

eine eindeutige Losung hat.

b) Seiye, € C'(J) fiir ein offenes Intervall J C R. Definieren Sie den Abschneidefehler (t,h) — r(t, h)
durch

Yeu(t +h) = Yeu(t) + hP(t, Yeu (1), Yeu (t + R), h) +1(t, h), (3)
wobei t € J und h > 0 natiirlich die Bedingung ¢ 4+ h € J erfiillen miissen. Es gelte

[7(t,h)| < Capsenh? " Yh € (0,h).

Sei [to, T] C J fixiert. Zeigen Sie: fiir jedes h € (0, %) und jedes Gitter A = {to,t1,...,tx = T}
mit max; h; < hist die durch (1) definierte Folge wohldefiniert, und es gibt Konstanten Cy, L > 0,
welche nicht von h abhingen, so dafl

.7%13“XN |yez (tz) - yz| S C(T - tO)eL(TitO)hp'

Hinweis: immitieren Sie den Beweis von Satz 2.10 der Vorlesung.

c) Seien J,Y C R offene Intervalle, h > 0, [to,T] C J. Sei ® € CH(JxYx Y x[0,h)). Sei yer € C1(J)
mit graph(yes) = {(¢, yex (t)) |t € J} C Jx Y. Zeigen Sie, dafl auch fiir solche Inkrementfunktionen
die Konvergenzaussage aus Teilaufg. b) gilt. Hinweis: Betrachten Sie die Funktion P = x®, wobei
X € C*(R*) eine geeignete Abschneidefunktion ist. Sie diirfen (das aus der Analysis bekannte
Resultat) verwenden, daf es fiir jedes ¢ > 0 eine Funktion ¢ € C*°(R) mit ¢|;_; ;) = 1 und
suppe C [-1 —¢,1 + €] gibt.

3.2, Sei A ={t;|i=0,...,N} ein Gitter auf [ty,T] und seien y;, i =0, ..., N die Approximationen an die
Losung y(t;), wobei y das AWP ¢/ = f(t,y), y(to) = yo 16st. Sei f € C°(R?) und h = max; h;. Die
Approximationen y; sollen zu einer Funktion ¢ zwischen den Knoten ¢; ergéinzt werden.

a) Die Funktion g wird als der stiickweise lineare Interpolant der Approximationen gewihlt, d.h.
7 € SY(A) mit den Bedingungen §(t;) = y;. Zeigen Sie: falls max; |y(t;) — y;| < Ch, dann gilt fiir
ein geeignetes C’ > 0
19 = ylle(to, 1) < C'h.

b) Bessere Approximationen als in Teilaufg. a) ergeben sich durch Interpolation mit Polynomen
hoherer Ordnung. Definieren Sie hierzu auf (t;,¢;11) die Funktion |y, 4,.,) durch Hermiteinter-
polation als das Polynom 3. Grades, fiir welches gilt

9(ti) =vi,  Gltiv1) = vigr, G () = ftivi), ¥ (tig1) = f(tig1, Yitr),

Wenn Sie ein Verfahren der Ordnung p verwenden, d.h. max;—o,.. n |y(t;) — yi| < ChP, welche
Genauigkeit erwarten Sie dann fiir maxgep, ¢y [¥(t) — §(t)[?



3.3.

(Programmieraufgabe 3.3)

a)

b)

c)

Man implementiere das explizite Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 4 in einer MATLAB-
Funktion

y = rk4(f,yo0,t)
der als Eingabeparameter das Funktionshandle der rechten Seite fty=f(t,y), der Anfangswert yq

sowie der Vektor der Stiitzstellen t = (¢o, t1, ..., tn) iibergeben werde. Dabei darf die unbekannte
Losung auch vektorwertig sein, dh. yo € R™ ist ein Spaltenvektor.

Schreiben Sie ein MATLAB-Programm
[p1, p2] = ordnungrk4(nmazx)

welches die Konvergenzordnung des RK4-Verfahrens auf zwei Arten fiir das Modellproblem 3" = y
und tg = 0, yo = 1, T = 1 schiitzt. Das RK4-Verfahren soll die Schrittweiten h = 27", n=10,1,...
verwenden. Die Anzahl Schritte N ist durch T'/h gegeben.

1. 1. Art (Bestimmung von pl): Fitten Sie tatséchlichen Fehler e(h) := |y(T) —yn| an ein Gesetz
der Form e(h) = ChP, wobei Sie die Daten fiir h = 27", n € {nmaz — 2, maz — 1, Nmaz }
verwenden. Hinweise: Das Gesetz ist dquivalent zu loge(h) = log C' + plogh; help polyfit.

2. 2. Art (Bestimmung von p2): Betrachten Sie den geschitzten Fehler £(h) := |yan — yn|, der
sich aus den Approximationen zu den Schrittweiten h und h/2 ergibt. Fitten Sie wie bei der
1. Art die geschétzten Fehler €(h) an ein Gesetz der Form £(h) = ChP mittels der Werte
h=2""n€ {Nmaz — 3, Mmaz — 2 Mmaz — 1}

Welche Konvergenzraten pl, p2 beobachten Sie fiir die Wahl nmax = 107 Erkldren Sie, warum
die beiden beobachteten Konvergenzraten pl und p2 so nah beieinander sind.

3.4. Gegeben sei das AWP

()-8 ) () o™ ) ()=(3)

mit exakter Losung y; (t) = 2e™t +sint, y2(t) = 2e 7t +cost. Es soll der Fehler e(h) := ||y(T) — yn||2 fiir
T =1 als Funktion der Schrittweite h (verwenden Sie uniforme Gitter) doppelt logarithmisch darstellt
werden. Vergleichen Sie das RK4-Verfahren mit dem expliziten Eulerverfahren fiir die Félle h = 277,
n=1,...,20 bei Verwendung von doppelt genauer Arithmetik und einfacher Genauigkeit. Hinweis: help
single in MATLAB. Erklédren Sie Thre Beobachtungen (Hinweis: Aufg. 2.4).

3.5. Sei die Inkrementfunktion ® definiert durch

3.6.

a)
b)

b)

1
q)(tvya h) = Z(kl + 3k3)7

Geben Sie das Butcherschema fiir das durch ® beschriebene RK-Verfahren an.

Das durch ® beschriebene RK-Verfahren ist ein Verfahren der Ordnung p = 3. Zeigen Sie, daf} es
mindestens Ordnung p = 2 hat. Was miifite man zeigen, um auch noch Ordnung p = 3 zu zeigen?
Hinweis: Fiir den Zweck dieser Ubung reicht es zu zeigen, daB |7(to, yo, h)| < C(to,yo)hP*? fiir
hinreichend kleine i und eine Konstante C(to, y0), die noch von (tg,yo) und f abhiingen darf.

Fiir ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der Konsistenzordnung p + 1 € N und jedes Polynom

g € P, sowie festes t € R gilt fttJrh q(z)dx = h®(t,q(t),h), d.h. das Runge-Kutta-Verfahren
induziert eine Quadraturformel vom Exaktheitsgrad p.

Welche Quadraturformel wird durch das explizite Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 4 aus der
Vorlesung induziert? Welche Quadraturformel wird durch das modifizierte Euler-Verfahren und
das Verfahren von Heun, welche durch die folgenden Butcherschemata beschrieben werden:

modifizierter Euler: 3
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