Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2011

Serie 12
Abgabe: bis Fr., 3.6.11, 12 Uhr im 4. Stock
12.1. (Programmieraufgabe 12.1) Betrachten Sie das “Keplerproblem” bei dem p, q € R? durch das
folgende Hamiltonsche System beschrieben werden:
1 1
H(p,q) = 5[Ip[3 — -
(P @) =51l = o

Verwenden Sie folgende Anfangswerte:

0

q(0)<106)p(0)<\/}:t2>, e=0.6.

Programmieren Sie fiir dieses System 3 symplektische Verfahren, ndmlich die beiden symplektischen
Eulerverfahren (sieche Aufg. 11.4 sowie das Stormer-Verlet-Verfahren (siehe Aufg. 11.5) Die Eingabe
fiir diese Verfahren soll die Anzahl N der Schritte, die Schrittweite h sowie die Startwerte pg, qo sein.
Die Riickgabe soll ein Vektor ¢ mit den Zeitpunkten und Vektoren p und q mit den Werten zu den
Zeitpunkten t; sein.

Schreiben Sie ein weiteres Programm, welches die Energieerhaltung der 3 symplektischen Verfahren
testet. Machen Sie hierfiir (zu den o.g. Startwerten) 2™ Ny Schritte der Schrittlinge ho2~", wobei Ny =
4000 und hg = 0.05 und n = 0,. .., 4. Plotten Sie (doppelt logarithmisch) den Energiefehler iiber h. Was
beobachten Sie? Erklédren Sie.

12.2. Wenn ein Schritt eines Einschrittverfahrens symplektisch ist, dann gilt fiir jedes k:
(DYOyk)TJ(DYOyk) =J

12.3. (schriftlich) Betrachten Sie Splitting-Verfahren fiir y' = f(y), d.h. seien ®¢ und ®} die Evolutionen
fiir die ODEs ¢/ = f[1] (y) und ¢y’ = f[2] (y).

a) Zeigen Sie: das Lie-Trotter-Verfahren U” . := ® o ®2 hat Konsistenzordnung 1.

b) Zeigen Sie: (U%,)* = &k o d)

c) Definieren Sie das Strang-Splitting durch W/ := CID}f/Q o®ho (I)}f/2. Zeigen Sie: das Verfahren hat
Ordnung 2.

d) Seien die Evolutionen ®%, ®4 symplektisch. Zeigen Sie: das Lie-Trotter-Splitting und das Strang-
Splitting liefern symplektische Verfahren.

12.4. Sei g € C*®(R%; R?). Eine wichtige Klasse von Differentialgleichungen ist von der Form

Y =g(y)

Fiihrt man die Variable z = ¢’ ein, so erhélt man in der {iblichen Weise ein System von ODEs 1. Ordnung;:

Z=g), Y=z
Solche System konnen quadratische Invarianten der Form Q(y,z) = y' Sz haben, wobei S € R4 eine
Matrix ist (z.B. ist der Drehimpuls aus Ubung 6.4 des Skriptes von dieser Bauart).

Eine Klasse von numerischen Verfahren sind Nystromverfahren, von der folgenden Runge-Kutta Form
((y1, z1) sind das Ergebnis eines Schrittes des Verfahrens mit Startwert (yo, 20)):

v = yo+ha+h’) Bk,
i—1
21 = Zo+hzbikia
i—1
k, = g(yo—I—cihzo—l—hQZaijk:j), 1=1,...,s.

j=1



a) Zeigen Sie: falls 2" Sz = 0 fiir alle 2, dann ist S schiefsymmetrisch, d.h. ST = —S.
b) Zeigen Sie: I(y,z) :=y' Sz ist eine (quadratische) Invariante genau dann, wenn

S ist schiefsymmetrisch und z'Sg(x)=0  VreR%

c) Es mogen die Koeffizienten b;, ¢;, 5; und a;; die folgenden Bedingungen erfiillen:

Bi = bi(l—q), i=1,...,s
bi(B; —aij) = bj(Bi — aji), ,j=1,...,s.

Dann gilt: Das obige Nystromverfahren erhilt alle quadratischen Invarianten der Form I(y, z) =
y ' Sz. Hinweis: iiberlegen Sie sich, da S schiefsymmetrisch sein mufl und dafl = " Sg(x) = 0 fiir alle
x gelten muB. Es ist ferner zweckmiBig, an geeigneten Stellen mit Y; := yo+ c;hzo + h? 2;21 aijk;
zu arbeiten. Bemerken Sie, da8 Y, Sg(Y;) = Y," Sk; ist.

12.5. Betrachten Sie fiir glatte Koeffizienten a, b, ¢ den Differentialoperator
Lu = —a(x)u” + b(x)u'. (1)

Auf Q sei ein Gitter definiert mit Knoten a; = ih, i = 0,...,N fiir h = 1/N. Definieren Sie fiir
Gitterfunktionen uy = (u;)Y, die Operatoren D, D, durch

(Dffu); = % (Dyu) = ——"=1 =1 . . N-1L

und die “symmetrische” Diskretisierung L; durch

(Lhuh)i = —a(xi)(D,:D,J{uh)i + b(aci) ((D;J;Uh)z + (D;Uh)z) , i=1,...,N—1.

N =

a) Zeigen Sie das folgende diskrete Mazimumprinzip: Sei h so klein, daf

1
a(z;) £+ §hb(xi) >0 Vie{0,...,N} (2)
Dann gilt fiir alle Gitterfunktionen wup:

(Lpup)i <0 Vie{l,...,N -1} = _nax_ u; < max{ug, un}.

1=

.....

b) Zeigen Sie die Existenz einer Gitterfunktion p mit folgenden Eigenschaften:

o >0, Lppp < —1, lenlleo < C  fiir ein C' > 0 unabhéngig von h.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion e*® fiir geeignetes A > 0.



