Ubungen zu Numerik von Differentialgleichungen, LVA 106.065 SS 2011

Serie 15
Abgabe: bis Fr., 24.6.11, 12 Uhr im 4. Stock

15.1. Betrachten Sie den allgemeinen 9-Punkt-Stern wie in Abb. 1 beschrieben zur Approximation von —A.
Der Konsistenzfehler 7(h) an der Stelle (x,y) ist dann definiert als

T(h,u) := ‘—(—Au)(m,y)—i—

1
) (CO,OU(-T; y) +c_10u(x — h,y) + crou(x + h,y) +

C*l,flu(:r - h7 Yy— h) + C()y,lu(.f, y— h’) + 617,111,(1' + h’) y— h’) +
corau(x —hyy +h) +coqu(z,y +h) + crulx + hy + h)) ‘

Die durch den Stern beschriebene Diskretisierung heifit konsistent von der Ordnung p (bei (z,y) € R?),
falls es fiir jedes u € C°°(R?) eine Konstante C' > 0 und ein hg > 0 gibt, so da$ fiir alle 0 < h < hg gilt:
T(h,u) < ChP.

a) Seip € N. Zeigen Sie: Der Stern hat Konsistenzordnung p genau dann wenn 7(h,7) = 0 fiir alle
T € Ppt1 und alle h > 0.

b) Zeigen Sie: es gibt keinen 9-Punkt-Stern, der Konsistenzordnung p > 3 hat. Hinweis: betrachten
Sie die Polynome 7 : (z,y) — 2% und 72 : (7,y) > .

15.2. Fiir die Advektionsgleichung
ur + augy =0 auf R x RT (1)

und regelméBige Gitter mit Ortsschrittweite h und Zeitschrittweite k£ kénnen fiir eine Parameter o die
folgenden expliziten Verfahren definiert werden:

ult Tt —qyn
3 K3
ST h2

n n n n n
Yinh = Wim1 oy Wil 2ui +uity 0.

Fiir die Wahl o = h/(2ka?) ergibt sich z.B. das Lax-Friedrichs-Verfahren aus der VO. Die Wahl o =
k/(2h) liefert das sog. Lax-Wendroff-Verfahren.

a) Zeigen Sie, dafl das Lax-Friedrichs-Verfahren stabil in der || - |[;o-Norm ist, wobei |Vj =
sup; |Vil.

b) Zeigen Sie, dafi unter der CFL-Bedingung |alk/h < 1 das Lax-Wendroff-Verfahren stabil in der

| - l;-Norm ist, welche gegeben ist durch [|[V|[; := )., h[Vi].
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Abbildung 1: allg. 9-Punkt-Differenzenstern




c) Zeigen Sie, dafl das Lax-Wendroff-Verfahren ein Verfahren der Ordnung 2 ist. Berechnen Sie
hierzu den Konsistenzfehler 7* := U,?}f '_FU o, Wobei I/ der Propagationsoperator fiir das Lax-
Wendroff-Verfahren ist und Uy, ; = u(i,t,), wobei u eine glatte Losung der Differentialgleichung
us + au, = 0 ist.

15.3. Zeigen Sie fiir die Gleichung (1) Stabilitét des upwind-Verfahrens in der || - ||;2-Norm. Hier ist ||V||% =
Yiez Vil
15.4. Betrachten Sie auf R x Rt das Anfangswertproblem
ug + augy + bz, t)u = 0, u(-,0) = up(+).

Nehmen Sie an, da8 @ > 0 und b eine auf R? definierte beschrénkte Funktion ist. Formulieren Sie das
upwind-Verfahren fiir diese Gleichung. Sei E der Propagationsoperator. Zeigen Sie: unter der CFL-
Bedingung ak/h < 1 gilt || E|[;: <14 Ck fiir ein C' > 0, welches nicht von k und h abhéngt. Konvergiert
Ihr Verfahren fiir glatte Losungen? Was wire die Ordnung?

15.5. (Programmieraufgabe) Programmieren Sie fiir das Anfangsrandwertproblem

ug +au, = f(x,t), auf (0,1) x RT,
w(0,) = 0, t>0
u(z,0) = wo(x), z€(0,1)

das Wendroff-Box-Verfahren. Fiir die Gitterpunkte z; = ¢th (i = 0,...,N) und ¢; = jk (j = 0,...,)
stellt «!' eine Approximation an u(x;,t,) dar. Die Approximationen u} werden definiert durch folgende

Vorschrift:
n n+1/2 n+1/2
DtJrui+1/2 + aD;rui 2= fi+1//2
uy = 0 vn
uw) = () i=0,....N
O = f@aajetasr), B =G+1/2h b= (n+1/2)k.
Weiters haben wir abgekiirzt:
n 1 n n
Uip1/2 = 5 (ufyq +uib)
N 1
! +1/2 _ 5 (U?H +u?).

Die “Vorwirtsdifferenzenoperatoren” D} und D sind fiir eine Gitterfunktion (u?

)i.n wie folgt definiert:

n

Dfup = LH]; o
LC—yy L
Diful = 7uz+lh Y
Ausgeschrieben ist damit das LGS fiir u?“:
udt™ =0
U?H + uﬁrll —up = Uy U?-:T +uilyy — U?H —ug _ nt1/2
2%k T 2h =Sz

firi=0,...,N — 1.
Programmieren Sie das Verfahren fiir den Spezialfall @ = 1. Testen Sie Thr Programm fiir die glatte
Losung u(x,t) = (1 +t)sinz (d.h. f(x,t) =sinz + (1 +t) cosx).

Rechnen Sie mit Schrittweiten £ = h und k& = 100h. Plotten Sie den maximalen nodalen Fehler in den
Gitterpunkten (machen Sie N = 1/h Zeitschritte) gegen die Schrittweite h = 277, j = 2,...,10. Welches
Konvergenzverhalten beobachten Sie? Ist die CFL-Bedingung notwendig?



