
8. Übung aus Maß- und Wahrscheinlichkeitstheorie
SS 2013

1. Man zeige, dass für s > 1 und ζ(s) :=
∑
n
n−s auf (N,P(N) ) durch

P (A) :=
∑
n∈A

1
ns ζ(s) , A ⊆ N ein Wahrscheinlichkeitsmaß definiert wird,

berechne P (Ap) für die Mengen Ap := {p n : n ∈ N} , p prim und be-
weise, dass die Ap unabhängig sind, und dass daraus die untenstehende
Produktformel von Euler folgt

1

ζ(s)
=

∏
p>1: prim

(
1− 1

ps

)
. (1)

Hinweis: a) Aus p1|m ∧ p2|m, p1, p2 prim folgt m = u p1 p2.
b) Aus welchen Zahlen besteht

⋂
p>1: prim

Acp ?

2. Man zeige, dass auf dem Laplaceraum der Permutationen (π1, . . . , πn)

von 1, . . . , n die Ereignisse A1 := Ω , Ai :=

[
πi > max

1≤j<i
πj

]
, 2 ≤ i ≤ n

voneinander unabhängig sind und gilt P (Ai) = 1
i ∀ 1 ≤ i ≤ n .

3. Man zeige, dass eine Folge (Xn) unabhängiger, identisch verteilter Zu-
fallsvariabler, für die gilt P (Xn = Xm) = 0 ∀ n 6= m, mit Wahr-
scheinlichkeit 1 unendlich oft ein Rekordergebnis liefert, dass also für
unendlich viele n gilt Xn > max

1≤i<n
Xi .

4. Man beweise λk({~x ∈ Rk : ∃ i 6= j mit xi = xj}) = 0.

5. Man zeige, dass für jedes Lebesgue-Stieltjes-Maß µ auf (Rk,Bk) , mit
dem induzierten äußeren Maß µ∗ gilt µ∗(A) = 0 , A ⊆ Rk wenn es ein

0 < θ < 1 gibt, sodass µ∗
(
A ∩ (~a,~b]

)
≤ θ µ

(
(~a,~b]

)
∀ ~a ≤ ~b .

6. Man beweise, dass es zu jedem A ∈ B mit 0 < λ(A) ein ε > 0 gibt,
sodass gilt (−ε, ε) ⊆ A−A := {x− y : x, y ∈ A} .
Hinweis: Aus Beispiel 5. folgt, dass es wegen 0 < λ(A) zu θ = 3

4 ein
Intervall I gibt, sodass λ(A ∩ I) > θ λ(I) .. Zeigen Sie, dass für alle x

mit |x| < λ(I)
2 gilt λ((A ∩ I) ∪ [(A ∩ I) + x] ) ≤ 3λ(I)

2 , und folgern Sie
daraus, dass (A ∩ I) ∩ [(A ∩ I) + x] 6= ∅ .

7. Welche der folgenden Aussagen sind richtig, wenn µF ein Lebesgue-
Stieltjes-Maß mit stetiger Verteilungsfunktion F ist?

(a) |A| ≤ ℵ0 ⇒ µF (A) = 0 .
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(b) µF (A) > 0 ⇒ ∃ (a, b) 6= ∅ : (a, b) ⊆ A .
(c) (µF (A) > 0 ∧ µF (Ac) = 0 ) ⇒ A ist dicht in R .
(d) (λ(A) > 0 ∧ λ(Ac) = 0 ) ⇒ A ist dicht in R .
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