12. Ubung aus MaB- und Wahrscheinlichkeitstheorie
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. Man bestimme zu T : ([0,1]2,8%) — (R, ), gegeben durch
T((z1,x2)) := x1 — x2 die Verteilungsfunktion und Dichte des indu-
zierten Mafles AoT~! und berechne AT~ !([~a,a]).

. Angenommen Sie haben einen Zufallszahlengenerator, der Thnen auf
[0,1] gleichverteilte Zufallszahlen liefert, wie kénnen Sie dann Ray-
leighverteilte Zufallszahlen (Dichte: f(z) = 2aze " 2, a > 0) erzeu-
gen?

. Seien X1,..., X, unabhéingige, identisch verteilte, stetige Zufallsva-
riable mit der Dichte f und der Verteilungsfunktion F'. Sei weiters
X(py == max{Xj,..., Xp} und X3y := min{ Xy, ..., Xp}.

(a) Man bestimme die Dichte und die Verteilungsfunktion von Xy
und X ).

(b) Bestimmen Sie die gemeinsame Verteilungfunktion von (X 1y, X(y,))-

(c) Sind X(;y und X,y unabhéngig?

(d) Fiir 2 unabhéngige, auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariable X1, Xo
bestimme man &(X 1), X(2y) und die durch (X ), X(9)) induzierte
Verteilung.

. Man berechne den Erwartungswert einer Cauchy-verteilten Zufalls-
variablen und erzeuge 10% Cauchy-verteilte Zufallszahlen w1, . .., z10s
und stelle die Folge der Mittelwerte T, = w abhéngig von n

graphisch dar. Was fillt Ihnen an der Folge der Mittelwerte auf? Au-

Berdem bilde man von jeweils 100 000 Zufallszahlen die Stichproben-

mittelwerte und vergleiche diese.

. Man zeige, dass eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte x,, mit

den Wahrscheinlichkeiten p,, annimmt, keinen Erwartungswert besitzt,
o0

wenn » . p p, bedingt konvergiert.
n=1
. Man zeige, dass [X # 0] fiir X € £1(Q2, 6, ) eine abzdhlbare Verei-
nigung von Mengen mit endlichem Ma#f ist, dass aber i. A. nicht gilt
pw([X #0]) < co. Zeigen Sie auch X € £, = lim [ |X|du=0.
n
[1xi<2)

. Man zeige, dass eine Zufallsvariable X genau dann integrierbar ist,

wenn
00

Y P(X|>n) < o0
n=1

1



und, dass dann gilt:
lim nP(|X|>n)=0
n—oo

Hinweis: Stellen Sie P(|X| > n) als Summe von Wahrscheinlichkeiten
dar, vertauschen Sie die Summationsreihenfolge und interpretieren Sie
das Ergebnis als Integral einer diskreten Zufallsvariablen.



