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Man kann nun die Existenz nicht-messbarer Mengen zeigen.

Satz 7.62. Das Auswahlaxiom vorausgesetzt gilt B C £ C P(R).

Beweis. Bereits in Kapitel 1.1 wurde, das Auswahlaxiom vorausgesetzt, ge-
zeigt, dass es eine Menge A C [0,1] gibt, fiir die weder A(A) > 0 noch
A(A) = 0 gelten kann. Daraus folgt A ¢ £.

Isty := > %, y; € {0,1} die Bindrdarstellung von y € [0,1], so wird
i=1

durch F ' (y) = 231’;' die Umkehrfunktion von F gebildet. Wie man leicht
i=1

sieht, sind Fo und F; ! monoton und damit nach Satz 7.10 Borel-messbar.

Wegen F,' : [0,1] — C gilt F;'(A) € C = MF5;'(A)) =0, dh.
F;'(A) € £. Aus F;'(A) € B miisste auf Grund der Borel-Messbarkeit von
F;! folgen (Fgl)i1 (F5'(A)) = Fo (F5'(A)) = A € B C £, was im Wi-
derspruch zu A ¢ £ steht.

7.9 Konvergenzarten

Auf einem Mal3raum ({2, S, i) spielt das Verhalten von Funktionen auf einer
p-Nullmenge i.A. keine Rolle. Deshalb werden in diesem Abschnitt die aus der
Analysis bekannten Konvergenzarten in geeigneter Weise angepasst.

Bemerkung 7.63. Unterscheidet man nicht zwischen Funktionen, die u—fii gleich
sind, so wird dadurch eine Aquivalenzrelation f ~ g = f = g p~fii auf
M(£2, &) festgelegt. M(£2, &, 1) bezeichnet den Raum der damit gebildeten Aqui-
valengklassen. Ublicherweise wird in der Notation nicht zwischen Funktionen
und den sie enthaltenden Aquivalenzklassen differenziert, d.h. f steht sowohl fiir
eine Funktion, als auch fiir ihre zugehdrige Aquivalenzklasse.

Bemerkung 7.64. Manchmal wird auch der Begriff der u-fast iiberall messbaren
Funktion f verwendet, das ist entsprechend Definition 7.53 eine Funktion, die
auf (N°,6 N N°) mit u(N) = 0 messbar ist. M(£2,8, ) bzw. M, , wenn der
Bezug auf (12, 6) klar ist, bezeichnet die Menge der yu-fii messbaren Funktionen.
Entsprechend definiert man M} := M (2,6, ) :={f € M, : f >0 p-fii}.

Dieser Begriff ist jedoch ohne grofSe praktische Bedeutung, da einerseits
f = flye auf (2,8, 1) messbar ist und p-fast iiberall mit f iibereinstimmt,
und andererseits auf vollstdndigen Rdumen jede u—fii messbare Funktion auch
messbar ist, sodass dort beide Begriffe zusammenfallen. Hinzu kommt, dass auf
den besonders wichtigen o-endlichen Rdumen die Voraussetzung der Vollstdndig-
keit wegen Folgerung 4.22 keine wirkliche Einschrdnkung darstellt.

Der Begriff ist manchmal in Integralaussagen zu finden.

Als erstes betrachten wir die gleichméfige Konvergenz.
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Definition 7.65. Ist ({2,&, 1) ein Mafsraum, so konvergiert eine Folge (fy)
messbarer Funktionen gleichmdfSig u-fast iiberall (bzw. P—fs) gegen eine Funkti-
on f, wenn es eine u-Nullmenge N gibt, sodass ( f,,) auf N¢ gleichmdfSig gegen f
konvergiert. Die Folge (f,,) ist eine u—fii gleichmdfig konvergente Cauchyfolge,
wenn sie auf N° eine gleichmdfSig konvergente Cauchyfolge ist.

Wichtig im Zusammenhang mit dieser Konvergenzart ist der folgende Begriff.
Definition 7.66. Eine messbare Funktion f auf einem MafSraum ({2, S, u) heifst
p-fast iiberall beschrdnkt, wenn es ein ¢ € R gibt mit u(|f| > ¢) =0.

|fllo ==esssup f:=inf{ceR: u(|f|>c)=0}

wird als das essentielle Supremum von f bezeichnet.
Loo = Loo($2,6, ) == {f € M(£2,6, 1) : || flloo <0}, Lo := Lo (2,6, )
ist der Raum der Aquivalenzklassen u—fii gleicher Funktionen aus £ .

Bemerkung 7.67. Klarerweise gilt |f| < || fllco p-fil.

Wir werden zeigen, dass || ||« , wie die Bezeichnungsweise schon vermuten
lasst, eine Norm auf L, darstellt und die gleichméRige Konvergenz u-fii ge-
rade der Konvergenz beziiglich dieser Norm entspricht.

Satz 7.68. Ist (2,6, ) ein Mafsraum, so ist L (£2,6,u) ein Banachraum
(siehe Definition A.69), d.h. auf Lo (12, &, ) gelten folgende Aussagen

L [fllc =0 & f=0u—fi,

2. fe€Ly,a€R = afe€Lly A o fllo=la||flloo,
3. f,g€Lle = fHgeLle A ||f+gHo<>§Hf”oo+HgHo<>7
4

. (fn) konvergiert gleichmdfsig p-fii < lim ||fn — finlloo =0,
n,m—oo
(fn) konvergiert gleichmdfSig u—fii gegen f < lim ||f, — fllcoc =0,
n— oo
50 lim ||fo —fmlleo=0 < I f €Ly : lim ||f, — fllo=0.
n,m— oo n—oo
f ist u—fi eindeutig bestimmt.
Beweis. ad 1.: Aus f =0 p-fi folgt u(|f| >¢c)=0 Ve>0 = ||f|lec =0.
Aus || f||oc = 0. folgt andererseits x¢ ([|f| > 1]) =0 V k € N. Daher gilt
(17 200 = (ULl > 41) =0.als0 £ =0 o

ad 2.: Dieser Punkt ist offensichtlich.

ad 3.: GemiR Bemerkung 7.67 gilt | f+g| < |f|+|g] < || fllo+9llcc p-fid .
Daraus folgt f +g € Loc und [|f + glloo < I|lloo + Il9]loc .

ad 4.: Konvergiert (f,) gleichmillig u—fii, so gibt es eine u-Nullmenge N
und zu jedem £ > 0 ein n., sodass fiir alle w € N€ und n,m > n. gilt
Fal@) ~ fnl) <& = |fa— full <. D lim |[fy— il = 0.

Umgekehrt folgt aus lirg | fr — fmlloo = 0, dass es zu jedem k € N

ein ny, gibt, sodass gilt yi (|fn — fin| > £) = 0 V n,m > ny . Daher ist
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N :=U U [Ifa— fml> 1] eine p-Nullmenge. Aber auf N¢ bilden
k n.m>ng
die f, offensichtlich eine gleichméfig konvergente Cauchy-Folge.
Ersetzt man oben f,,, durch f, so erhélt man die 2-te Aussage des Punktes.
ad 5.: Gilt lim |[|f,—fimlleo =0, so gibt es wegen 4. eine p-Nullmenge N ,
n,m— oo

sodass (f,) auf N eine gleichméRig konvergente Cauchyfolge ist. Daher
existiert ein eindeutig bestimmter Grenzwert f(w) := lim f,,(w) V w € N°.

Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein n. mit |f,(w) — fm(w)| < ¢ V w € N°¢
fiir n,m > n.. Da der Betrag | | stetig ist, folgt daraus fiir n > n.

’f(w)ffn(w)‘ = lim|fn(w) — fa(@)] < &V w € N, dh. (f,) kon-
vergiert auf N¢ gleichméRig gegen f. Damit konvergiert (f,) aber auch
gleichmaBig p-fii gegen f := fly.. Wegen |f(w)] =0 V w € N und
@) = |F@)| < |Fw) = fa@)| + @) S+ I fallg <00 ¥w e N
ist f pu~fii beschrankt, also f € L.

Der Beweis der umgekehrten Implikation ist trivial, denn, wenn es ein
f € Lo mit lim || f,, — f||, = 0 gibt, so gilt nach Punkt 3.

an - meoo = an _f+f_fm|‘oo S an - fHoo + ||f_fm||00 — 0.

Nicht mit der gleichmal3igen Konvergenz verwechseln darf man die u-fast
gleichméige Konvergenz, die im folgenden beschrieben wird.

Definition 7.69. Eine Folge (f,) messbarer Funktionen auf einem MafSraum
(12,6, u) konvergiert u-fast gleichmdfsig, wenn es zu jedem § > 0 ein Ns € &
gibt mit u(Ns) < §, sodass (f,,) auf N§ gleichmdfsig konvergiert.

Beispiel 7.70. Auf ([0,1],%B N [0,1],A) konvergiert f,(w) := w", n € N nicht
gleichmifSig gegen 0 \-fii, aber die Folge konvergiert auf jedem Intervall
[0,1=46], 0 < 4§ < 1 gleichméRig. Weil gilt A((1 — 6,1]) < &, konvergiert sie
somit \-fast gleichmaRig gegen 0.

Ae
/

1—e€

n

Abb. 7.4. Fast gleichméRige Konvergenz von f,(w) = w
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Die yu-fast gleichmél3ige Konvergenz lésst sich wie folgt charakterisieren:

Satz 7.71. Eine Folge (f,,) messbarer, reellwertiger Funktionen auf einem Mafs-
raum (2, &, ) konvergiert genau dann p-fast gleichmdyfsig, wenn gilt

limn U [Ifi-fl>e] ] =0 Ve>o. (7.10)
i,j>m

Beweis. Konvergiert (f,) fast gleichmé@ig, so gibt es fiir alle § > 0 ein

Ns € & mit u(Ns) < 4, sodass zu jedem ¢ > 0 ein m := mf(e,d) exis-

tiert, zu dem fiir alle w € N§ gilt |fi(w) — fj(w)] < e V 4,5 > m, d.h.

N§s € () [Ifi— f;| <e]. Das impliziert N5 2 |J [|fi — f;| > ¢€]. Also

ij>m hi>m
gilt ( U [Ifi—fil>€]| < Vn>m.Das ist dquivalent zu (7.10).
i,j>n

Gilt umgekehrt (7.10), so gibt es fiir alle 6 > 0 und k& € Neinm := m(k, )
mit#( U [|fi_fj|>/1€}><26k :>M<U U [|fi—fj|>11€]><5-

©,j=>m k i,j>m
Auf N¢ .= (N [Ifi— f;| £ +] konvergiert (f,) gleichméRig, denn aus
ki,j>
i,j = mfolgt |f;(w) — fj(w)| < + Vw € N§, und m hingt nicht von w ab.

Bemerkung 7.72. Es gilt natiirlich |J [|fi — fj| >€]2 U [|fi — fm] >€].
1,j2>2m i>m

Daaus [|fi — fj| > ] C [|fi— fm| > £ ] U [|fim — f;] > §] andererseits auch

folgt U [Ifi—=fil>e]l © U [Ifi— fml > 5], ist Bedingung (7.10) und

1,j2>m i>m
damit die p-fast gleichmdfsige Konvergenz der Folge ( f,,) weiters dquivalent zu

1%1M<U[|fi—fm|>e]>=o Ve > 0. (7.11)

i>m

Satz 7.73. Ist (12,8, u) ein MafSraum, so bilden die messbaren Funktionen f,
genau dann eine pu-fast gleichmdfsig konvergente Cauchy-Folge, wenn es eine
messbare Funktion f gibt, sodass (f,) u-fast gleichmdfSig gegen f konvergiert.
f ist u—fi eindeutig bestimmt.

Beweis. Falls (f,) p-fast gleichmé@ig konvergiert, existiert zu jedem k € N
ein A, € & mit pu(Af) < &, auf dem (f,,) gleichmaRig konvergiert. Daher
folgt aus Satz 7.68 Punkt 4. und 5. angewandt auf (A, & N Ag, u) die Exis-
tenz einer Funktion f, gegen die (f,,) auf A, gleichmiRig konvergiert.

Da f(w) fiir alle w € |J Ay eindeutig bestimmt ist und gilt 1 (ﬂ Az) =0, er-
k k
halt man mit f := f 1 a, eine u—fii eindeutig bestimmte, messbare Funktion,

k
gegen die die f, u-fast gleichméRig konvergieren.
Die umgekehrte Aussage folgt sofort aus |f, — fin| < |fr — fl +|f — finl -



7.9 Konvergenzarten 105

Wie aus dem obigen Beweis hervorgeht, konvergiert eine p-fast gleichma-
Big konvergente Folge punktweise, abgesehen von einer Nullmenge (1) A%).
k

Wir fiihren fiir diese Art der Konvergenz eine eigene Bezeichnung ein.

Definition 7.74. Eine Folge (f,) messbarer Funktionen auf einem MafSraum
(2,6, u) ist eine Cauchy-Folge u—fii (konvergiert u—fil), wenn es ein N¢ € &
mit u(N) = 0 gibt, sodass die ( f,,(w)) fiir alle w € N¢ Cauchy-Folgen sind.

Die Folge (f,) konvergiert u—fii gegen eine Funktion f, wenn fiir alle w € N°¢
gilt liTILn folw) = f(w) (.2 lirlzn fn = [ pfi baw. f, — [ p—fi).

Auf Wahrscheinlichkeitsrdumen ({2, S, P) sagt man stattdessen die Folge (X,,)
ist eine Cauchy-Folge P—fs, konvergiert P—fs oder konvergiert P—fs gegen X
G.Z. lirrbn X,, = X P-fs bzw. X,, -+ X P-fs).

Bemerkung 7.75. Fiir erweitert reellwertige f,, ist lim f,, = f u~fi so zu

verstehen, dass es eine u-Nullmenge N gibt und fiir alle ¢ > 0 und w € N¢
ein ng(e,w) € N existiert, sodass fir alle n > no(e,w) gilt fo(w) < —1 falls
fw) = =00, fr(w) > %falls f(w) =ocound |fn(w) — f(w)| < efalls f(w) € R.
Lemma 7.76. Eine Folge (f,) messbarer, reellwertiger Funktionen auf einem
Mafsraum (£2, S, p) ist eine Cauchy-Folge u—fii genau dann, wenn es ein f € M
gibt, sodass 1irrln fn=fpfia. fistu—fieindeutig bestimmt.

Beweis. Ist (f,) eine Cauchy-Folge auf dem Komplement der u-Nullmenge N,

so gibt es nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium fiir alle w € N° einen

Grenzwert f(w) := lim f,,(w) . Somit gilt f := f1y. = lim f,, p—fi mit f € M.

Gibt es ein g und eine p-Nullmenge Ny mit lim f,, (w) = g(w) YV w € N, so

gilt f(w) = g(w) Ywe N°NNy,und NUDN; ist ebenfalls eine p-Nullmenge.
Die Umkehrung folgt wieder aus |f,, — fi| < |fn — fl +1f — finl -

Fiir die u—fii-Konvergenz gilt das folgende Kriterium:

Lemma 7.77. Eine Folge (f,,) messbarer, reellwertiger Funktionen auf einem
Mafsraum (£2, &, p) konvergiert genau dann p—fii, wenn

I mU[|fi_fj|>€] =0 Ve>D0. (7.12)

n ij>n

k nij>n
weN® < Vk In: |filw)—fiw)]< Y i,j > n. Daher konvergiert

(fn) genaudannu—fﬁ,wennu(N):O.AbérN:Uﬂ U [‘fi—fj‘>%]

k nij>n
ist genau dann eine p-Nullmenge, wenn die zu (7.12) dquivalente Bedingung

u(ﬂ U [Ifi—fj|>,1€]> =0V ke Ngilt.

n i,5>n

Beweis. Esgilt Ne:=NU N [Ifi—fil< ] = il;r>nn|fi—fj|:0 , denn
1
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Bemerkung 7.78. Die in Bemerkung 7.72 gemachten Argumente zeigen, dass
man (7.12) ersetzen kann durch

M(ﬂUHfi_fn|>€]>:0 Ve>o0. (7.13)

n i>n

Wir wollen nun die im Anschluss an Satz 7.73 getroffene Feststellung,
dass fast gleichméfRige Konvergenz u—fli punktweise Konvergenz impliziert,
als Lemma formulieren.

Lemma 7.79. Ist (f,) eine u-fast gleichmdfSig konvergente Folge messbarer,
reellwertiger Funktionen auf einem MafSraum (§2, S, 1) , so gilt

11r>n |fi — fil =0 pfi. (7.14)
i,j>n

Beweis. Dies ergibt sich einerseits unmittelbar aus dem Beweis von Satz 7.73,
andererseits aber auch aus den beiden Kriterien Satz 7.71 und Lemma 7.77,
denn nach Satz 3.21 (Stetigkeit von oben) folgt aus (7.10) sofort (7.12), d.h.

11}111/1(_% [|fi—fj|>5]>:0 = M(ﬂ;g/ [fi_fj>5}>:0'

Aus (7.12) folgt (7.10) i.A. nicht. Tatsachlich gibt es u—fii konvergente Fol-
gen, die nicht fast gleichméfig konvergieren, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel 7.80. Auf (N, B(N), () mit ((4) = |A|] V A € P(N) konvergieren die
Funktionen f, := 1, ., punktweise, und damit auch ¢-fii gegen f = 1.
Da aus ((A4) < e < 1 folgt A = ), entspricht die (-fast gleichmal3ige Konver-
genz in diesem Beispiel der gleichmaligen Konvergenz. Doch ( f,,) konvergiert
auf N zweifellos nicht gleichmif3ig gegenf = 1.

Doch unter einer zusétzlichen Voraussetzunng gilt auch die Umkehrung.

Satz 7.81 (Satz von Egoroff). Auf einem endlichen Mafsraum ({2, &, u) kon-
vergiert jede u—fii-konvergente Funktionenfolge ( f,,) auch u-fast gleichmdfsig.

Beweis. Auf endlichen Rédumen gilt lim p(A4,,) = p(A) fiir jede monoton fal-

lende Folge (A,,) aus & (siehe Satz 3.21). Daher folgt in diesem Fall aus der
zur Konvergenz p—fii 4quivalenten Bedingung (7.12) Bedingung (7.10), wel-
che p-fast gleichméafSige Konvergenz impliziert.

Schwicht man die Bedingung lim p < U llfi—=fil>€] ] =0 Ve>0
n i,j>n
etwas ab, so fiihrt dies zu einem von F. Riesz eingefiihrten Konvergenzbegriff,
der vor allem in der Wahrscheinlichkeitstheorie sehr wichtig ist.
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Definition 7.82. Eine Folge ( f,,) messbarer, reellwertiger Funktionen auf einem
Mafsraum (§2, S, u) konvergiert im Mafs (bzw. in Wahrscheinlichkeit), wenn

ILm sup p(|fi— fil>e)=0 Ve>0. (7.15)

00§ j>n
Die Folge f,, konvergiert im Mafs (bzw. in Wahrscheinlichkeit) gegen f € M
G.Z p—lim f, = f bzw. f, 2 f), wenn gilt

leu(\f,L—f|>8)=O Ye>0. (7.16)

Satz 7.83. Konvergiert eine Folge (f,) auf einem MafSraum (2,&,u) p-fast
gleichmdfSig, so konvergiert sie auch im Mafs.

Beweis. Aus [|f; — fjl >l < U [|fi— fi| >¢] Vi,j > n folgt natiirlich

,j>n
sup p([1fi — fil >€]) <u < U [fi—fil > 5]) , und daher impliziert die
L,jzn ,j=n

zur u-fast gleichmafligen Konvergenz dquivalente Bedingung (7.10) die Defi-
nitionsgleichung (7.15) fiir die Konvergenz im Maf3.

Satz 7.84. Konvergiert eine Folge (f,,) auf einem endlichen Mafsraum ({2, S, )
u—fi , so konvergiert sie auch im Mafs.

Beweis. Dies folgt sofort aus dem Satz von Egoroff (Satz 7.81) und Satz 7.83.

Bemerkung 7.85. Die Aussage des obigen Satzes ist fiir beliebige MafSrdume
i.A. nicht richtig, so konvergiert die Folge aus Beispiel 7.80 punktweise aber
nicht gleichmdfsig. Doch auf (N,B(N),¢) mit ((A) = |A] V A € P(N)
ist die Konvergenz im Maf$ dquivalent zur gleichmdfsigen Konvergenz, da aus
liTIln<(|fn — f| >¢e)=0folgt [|fn — f| > €] = 0 fiir hinreichend grofSes n.

Aber auf endlichen Rédumen ist die Konvergenz im Mal schwécher als die
Konvergenz u—fii, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 7.86. Auf dem Raum ([0, 1], N[0, 1], A) konvergieren die Funktionen

: ; n—[vn]? nH—h/WD _ 1
]l[ZvaTﬁ[l]%ﬁ]Q] im Malf3, weil A VOISR VO = T — 0.

Da die Tréagerintervalle der obigen Indikatoren zwischen je 2 aufeinander-
folgenden Quadratzahlen m? und (m + 1)? das Intervall [0, 1] von links nach

rechts durchlaufen, gilt f,,,)(w) =1 Vm € Nmit n(m) := m? + % )

Daher konvergiert (f,,) in keinem einzigen Punkt von [0, 1] .

Satz 7.87.Ist (£2,&, ) ein Mafsraum, so bilden die messbaren,reellwertigen
Funktionen f, genau dann eine Cauchy-Folge im Mafs, wenn es eine messba-
re Funktion f gibt, fiir die gilt u — lim f,, = f. f ist u~fl eindeutig bestimmt.

Zudem enthdlt (f,,) eine Teilfolge, die p-fast gleichmdfsig gegen f konvergiert.
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Beweis. Die eine Richtung, dass jede Folge (f,) eine Cauchy-Folge im Mal}
ist, wenn es ein f € M gibt, sodass gilt u — lim f,, = f, ergibt sich sofort aus

Ifi=fil>elC[Ifi—fl>5]0[If —fil>5] Ye>o0.
Gilt g — lim f,, = ¢ fiir ein weiteres g € M, so folgt dhnlich wie oben aus

If =gl >l C[If = ful > 5] U[fn—gl > 5] Ve>o0sofort f =g ufi.

Damit ist auch die Eindeutigkeitsaussage bewiesen. Wir zeigen nun, dass
jede Cauchy-Folge im Maf eine u-fast gleichméfige Teilfolge enthilt, und
werden daraus auf die Existenz einer Funktion f mit —1i£n fn = f schlief3en.

Konvergiert (f,,) im Maf3, so existiert zu jedem k € N ein n(k), sodass fiir

alle n > n(k) gilt sup p(|fi — f;| > 5% ) < 3¢ . Mit den strikt monoton wach-
6>

senden Indices n; := n(1), ng := n(k) V (nx—1 + 1) bildet man die Teilfolge

(fny.) , sowie die Mengen Ny, := U [|fapsy — fnrl > 57 |, deren Ma man
k>m

abschitzen kann durch p(N,,,) < Y 55 = za=r V m € N. Aber auf N,

k=m
konvergiert (f,,) gleichmélig, denn fiir alle h € Nund h vm < i < j gilt
j—1 o)
|y (@) = fi ()] < ,§ (@) = fu @) < X 5 <gr YweE N

= k=hvVvm
Somit ist (f,,) eine u-fast gleichméRig konvergente Cauchy-Folge, und nach

Satz 7.73 gibt es ein f € M gegen das (f,, ) u-fast gleichméRig konvergiert.
Nach Satz 7.83 gilt deshalb auch n — 1i]£n fn, = [, und schlieBlich folgt

aus [|fo — | > €] C [If = furl > 5] U [Ifu, = ful > 5] Ve >0, dass die
gesamte Folge (f,,) im Maf3 gegen f konvergiert.



