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Beispiel 13.27 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung).
Auf (No, B(Np), ¢) mit ((A) := |A| sind die f,,, definiert durch

(Z) P (1 *Ihz)"iw , 0<w<n
O’ sonst

fn(w) =

mit 0 < p, <1 V n Dichten von Binomialverteilungen B,, ,,, beziiglich (.
Aus lim np, = 0 > 0 (d.h. die Erwartungswerte n p,, der B,, ,,, konvergieren
n

gegen eine Konstante ) folgt lim p,, = 0 und man erhalt

w—1
: 1 n w1 _ n—w __ i . o . _ n—w
1171;11 fulw) = hTan <w>pn (1—pn) = 11) hTILn [(n — 1) pn) hylln(l Dn)
i
(9“’ 9“’ im[— n—w gw
— 7 lime—«) m(—pn) — T Jinlmpn =)l _ 7 o VwéeNy.
w! n w! w!

Firr f(w) == 2, e7? Vw e Ny gilt somit lim f,, = f (-fi.

(o]
Wegen [ fd¢ = > L e ¥ = e’e™? = 1 ist das unbestimmte Integral Py
Ng w=0

von f ein Wahrscheinlichkeitsmal}, und daher folgt aus dem obigen Satz
sup | By p, (A) — Py(A) | — 0, wobei sich die Notation von selbst erklért.
ACN,

" Die Grenzverteilung P, kennen wir bereits aus Beispiel 6.32, es ist die
Poissonverteilung mit dem Parameter § > 0.
Wegen lim n p,, = 6 sollte X ~ Py die Erwartung 6 haben. Tatsdchlich gilt

= 6 = 6! =, 9Y
EX = x—e*O:GE e70:9e79§:—:967969:0.
x! (x —1)! y!
x=0 r=1 y=0

Jedes unbestimmte Integral v(A) := [, f du auf einem Maraum (2 &, 1)
ist bekanntlich absolut stetig beziiglich p . Ist f integrierbar lésst sich diese
Aussage folgendermaf3en verschérfen.

Lemma 13.28. Ist (12,6, u) ein MafSraum und f € £1(£2,6, 1), so gibt es fiir
allee > 0ein ¢. > 0 und ein A, € & mit u(A.) < oo, sodass gilt

/ |fldp < e und /|f|d,u<5. (13.19)
[1f1>ce] Ag
Beweis. Da f integrierbar ist, gilt f1[—-; = 0 p-fi. Daher folgt aus

117Iln|f| Tj515m) = f]le‘:oo] = 0 und |f] Tjp1on < |f| € £L1 ¥ n € Nnach
dem Konvergenzsatz von Lebesgue (Satz 9.33) lim f[\f|>n] [fldp = 0.

Wegen A, = [|f| = ;] 7 [If| > 0] gilt [f|Lag \¢ |f| L= Da
|flTa: <|fl € L1 VneN folgt daraus h,?lfA% |f| du = f[\f|:0] |fldu = 0.

Zudem gilt X u(A,) < [|fldp < oo = p(A,) <n [|fldp<oc VneN.
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Wie wir sehen werden, folgt aus der L,-Konvergenz, dass die beiden Un-
gleichungen in (13.19) gleichméfig von allen Folgengliedern erfiillt werden.
Dieses Konzept hat sich auch als duflerst niitzlich in weiten Bereichen der
Wahrscheinlichkeitstheorie erwiesen.

Definition 13.29. Eine Familie {f;, i € I} messbarer Funktionen auf einem
Mafsraum (2, S, ) heifst gleichmdfSig integrierbar, wenn es zu jedem € > 0 ein
ce > 0undein A. € & mit u(A.) < oo gibt, sodass gilt

sup / |fildp < e und sqp/ |fildp < €. (13.20)
RNITAES "

Bemerkung 13.30. Fiir u({2) < oo ist die rechte Ungleichung in (13.20) wegen

[ |fil dp = 0 stets erfiillt, und es genigt die linke Beziehung nachzuweisen.
2¢=0

Satz 13.31. Eine Familie messbarer Funktionen {f;, ¢ € I} auf einem Mafs-
raum (2,6, ) ist genau dann gleichmdyfsig integrierbar, wenn eine der unten-
stehenden Bedingungen gilt (dann gelten natiirlich alle )

1. Ve>0 ElgEeLf:supﬂlfi|>gi]|fi|du<5,
K3
2. Ve>0 3g.eLi:sup[(fil—g)  du<e,
3. @ C:=sup[|fi]dy<oo
b) Ve>0 3g.€Li,6>0: Jr19:dp <6 = SupfA|fi\du<5.
Beweis. Sind die f; gleichméaRig integrierbar, ¢ > 0,c. > O und A. € &

mit u(A.) < oo und sup, f[\fi\>¢e] |fildu < e A sup; ng fildp < e, so ist
g- := c. 1 4_ klarerweise integrierbar, und es gilt

flae= [ sl [ sl

[Ifil>ge] [l fil>g:]NAc [Ifil>ge]NAg
< / |fi\du+/|fi|dus / il dpte < 26
[‘fi‘>cE]mAE Ag Hfi‘>ci]

Somit folgt Punkt 1. aus der Definition. Punkt 2. folgt aus 1. in trivialer Weise,
da gilt | f;| ﬂ[\f¢\>ge] > (|fil = 96)+ = *[Hfi|>ga] | fil dp > f(|fv| —g€)+ dp .
Gilt nun gem&R Punkt 2. sup [ (|fi] — g.)" du < efiir g. € £, so folgt daraus

/\fildu= / (il = g2) du + / 0o dy+ / £l
[1fil>ge] [1fil>ge] [1fil<ge]

S/(|fi|—ge)+du+ / ge dp + / ggdu§e+/95du<ooVi,
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d.h. es gilt C = sup [ |fi| dpu < co. Zudem gilt fiir A € & mit [, g. dp < ¢

[istau= [ al-gydus [ gdur [ 1nlan
A

AN[|fi|>g:] AN[|fil>g:] AN|fi<ge]
S/(‘fi|7gs)+dﬂ+ / ge dp + / gsdu§6+/gsdu<2€,
Aﬂ[|f,;|>g5] An[‘fi‘ggs] A

d.h. Punkt 2. impliziert Punkt 3.
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die Definition aus Bedingung 3. folgt. Aber
mit den Bezeichnungen und unter den Annahmen von Punkt 3. gilt fiir a > %

o / gedp < / |fi|du§/|fi|du§0:> /gsdu§5-

[Ifi|>ag] [Ifil>a ge] [Ifil>age]

Daraus folgt sup Jiifi15ag. [ fil dn < ¢, und damit Punkt 1,da f := ag. € L.

Zu h gibt es nach Lemma 13.28 ein ¢. > 0 und ein A, € & mit u(A.) < oo,
sodass f[h>cs] hdp < eund [ ac hidp < £ Damit gelten die Ungleichungen

[ oistdn= [ isldes [ gl

[1£:>ce] [(h>| fil>e.] (1 £:|>hve.]
< / hdp+ / |fil dp < / hdu+e<2e Viel,
[h>|fil>c:] [1.fi|>h] [h>ce]
und
[itla= [ iflasr [ inld
Ag [h=]fillNAg [Ifi|<h]NAZ

< / hdp + / |fi|du§/hdu+6§25 Viel,
[h>|filINAg [Ifil>h] Ag

womit die gleichmallige Integrierbarkeit der f; bewiesen ist.

Satz 13.32. Auf einem endlichen Mafsraum (2, &, u) ist eine Familie messbarer
Funktionen {f;, i € I} genau dann gleichmdfSig integrierbar, wenn die unten-
stehenden Bedingungen 1. und 3. oder 2. und 3. gelten.

1. C:=sup [|fil du < oc.

2. clgrggosu;u(lfil >2c¢)=0.

3Ve >10 36>0: plA) <d = supf,|fildp < e, dh die MaSe
vi(A) == [, |fi| dp sind gleichmdfig absolzut stetig beziiglich p .
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Beweis. Dass fiir gleichmal3ig integrierbare (f;);c; Punkt 1. gilt wurde schon
in Satz 13.31 Punkt 3a. gezeigt. Bedingung 1. impliziert aber Bedingung 2.,
da wegen Satz 13.9 (Markoff-Ungleichung) gilt

1
pflzo < [I6ds Svi = lmswu(iflze) < tim £ 0.

c—o00 C

Wihlt man zu ¢ > 0 ein ¢. > 0 so, dass sup f[\fi|>c€] |fi| dp < §, dann folgt
aus p(A) <0 := 5=

2ce

<e

DO ™

[igdu= [ imlaes [ ifldi<cn+
A

AN[lfil<eel AN[|fil>ce]

Die gleichmal3ige Integrierbarkeit impliziert demnach auch Punkt 3.

Gelten umgekehrt die Punkte 2. und 3. und wéhlt man ¢ so, dass nach
Punkt 2. gilt u(|f;| > ¢) <d Vie I, somuss gemdl Punkt 3. fiir jedesi € [
gelten sup f[\fi\>c] |f;| di < e . Daraus folgt f[lff,\>6] |fil dp <e Viel,also

J

die gleiéhméiﬁige Integrierbarkeit.
Klarerweise folgt die gleichméaf3ige Integrierbarkeit damit auch aus den
Punkten 1. und 3., denn 2. ist schwécher als 1.

Bemerkung 13.33. Nach Punkt 3a. von Satz 13.31 sind natiirlich alle Funktio-
nen einer gleichmdfSig integrierbaren Familie {f; , i € I} integrierbar.

Das Lemma von Fatou und der Satz iiber die Konvergenz durch Majorisie-
rung konnen fiir gleichméRBig integrierbare Folgen verallgemeinert werden.

Satz 13.34. Ist (f,,) eine Folge gleichmdfsig integrierbarer Funktionen auf einem
Mafsraum (£2,6, 1), so gilt

1. [liminf f, dp < liminf [ f, dp <limsup [ f, dp < [limsup f, du,
2. aus f, % f oder lim f, = f pfii folgt f € £y, lim [ fodu = [ fdp und
t 1, — £, = 0.

Beweis. Wihlt man fiir ¢ > 0 ein g € £] mit s:p f[‘f”|>g] | fn] du < €, so gilt

[tn= [ s [ fwz [ fadu-c vaen

[fn>—9] [fn<—yg] [fn>—9g]
(13.21)

Aber fiir f,, := f, 1(f,>—g > —g gilt nach Folgerung 9.32 (Lemma von Fatou)

/liminffndu < liminf/ﬁdu <C:= sup/ |ful dp < 0o,  (13.22)
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Da f, < fn , gilt liminf f,, <liminf fn , woraus mit (13.21) und (13.22) folgt

/liminffn dp < /liminffn dp < liminf/fnd,u < liminf/fn du+e¢.
Da ¢ > 0 beliebig ist, impliziert das die linke Ungleichung in Punkt 1. Unter
Berticksichtigung von — liminf(—f,) = limsup f, ergibt sich daraus, ange-
wendet auf (— f,,) die rechte Ungleichung in Punkt 1.

Aus lim f,, = f p~fi folgt lim |f,,| = |f| p~fii, und Punkt 1. darauf ange-
wendet ergibt || f||; = lim || fn]|; < C < o0 = f € £L;.Das impliziert nach
n

Satz 13.25 lim || f,, — f||; = 0. Daraus folgt bekanntlich lim [ f, dp = [ fdp.

Konvergiert (f,) hingegen im Mal® gegen f, so gibt es nach Satz 7.88
eine Teilfolge (f,,) mit liin fn, = f up-fi, woraus, wie eben gezeigt, folgt

liin | frx — fll; = 0. Wiirde f,, nicht im Mittel gegen f konvergieren, so miiss-

te es ein ¢ > 0 und eine Teilfolge (f,,,) mit || fm, — f|, > ¢ fiiralle j € N
geben. Da aber auch (f,,,) im Mal gegen f konvergiert, miisste eine Subfol-

ge ( fmm) von (f,,) existieren mit li}an

der Definition von (f,,,) , also gilt lim || f,, — f||; = 0.

Jmj, — [ H = 0. Das widerspricht
: 1

Wir kénnen nun Vitalis Kriterium fiir die L,-Konvergenz formulieren.

Satz 13.35. Auf einem MafSraum ({2, 6, ) konvergiert eine Folge (f,) aus
L,,1 < p < oo genau dann im p-ten Mittel, wenn die |f,|" gleichmdfig in-
tegrierbar sind und ( f,,) im Mafs konvergiert.

Beweis. Konvergiert (f,) im p-ten Mittel, so gibt es nach Satz 13.25 ein
f €L, sodass lim || f, — f|,, = 0 und lim | f,[[, = | f[|, < oc. Daraus folgt

p—lim f, = fund C :=sup [ |f,|" dpu < .

g= P+ X Il et gilt [igdp <5 = [ylfal’ du<e Vn<n..
i=1
1
Aus || fn Lall, < [I(fn — f) Lall, + || f Lall, folgt fir n > n. aus Jrgdp < 5
ebenfalls [, [f.|” du < . Daher ist (| f,|") nach Satz 13.31 Punkt 3. gleich-
maRig integrierbar.

Sind umgekehrt die |f,|” gleichméRig integrierbar und im Maf konver-
gent, so gibt es nach Satz 7.88 ein f € M und eine Teilfolge (f,,) mit
h;?l fo = f pfu = liin|fnk|p = |f|? p-fi. Da die (|f,,|") gleich-
méRig integrierbar sind, folgt nach Satz 13.34 Punkt 2. 1i]£n [ full, = II£1l,

mit || f[|, < oco. Nach Satz 13.24 gilt dann auch liin | fry — fll, =0.

1
Zu ¢ > 0 existiert ein n. € N, sodass [|f, — fl|, < & ¥V n > n.. Fir
1

Wiirde | f, — f||, nicht gegen 0 konvergieren, so miisste es ein ¢ > 0 und
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eine Teilfolge (fm,) mit ||fm, — f|| > e V j € N geben. Aber wegen

p
p — lim f,,, = f miisste eine Subfolge ( fmm) von (fm,) existieren mit
J ’ )

lilgn Hfmjh - fH = 0. Das ist ein Widerspruch, also gilt lim || f,, — f|, = 0.
P n

Bemerkung 13.36. Konvergiert eine Folge Ly-integrierbarer Funktionen f, auf
einem endlichen Mafsraum im Mag, so sind die |f,|" auf Grund der Sit-
ze 13.25 und 13.35 genau dann gleichmdyfsig integrierbar, wenn die Grenzfunk-
tion f Ly-integrierbar ist und gilt lirrln 1 fnll, = IIfIl, < oo

13.4 Der Dualraum zu L, (12, S, p)

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Dualraum (siehe Definition A.73)
zuL,(2,6,p), 1<p< oogerade der Raum L, (12, S, 1) mit % + % =1ist.

Flir 1 < p < oo gilt dies auf beliebigen MaRrdumen und fiir p = 1, wenn
das Mal? o-endlich ist. Wir beweisen zunéchst ein paar Hilfssétze.

Lemma 13.37. Ist (§2,6, u) ein MafSraum, so gibtes zu f € £,, 1 < p < o0
eine Folge (t,,) aus T(£2, &) mit ||t,|, < ||fll, Vn e Nundlim|f—t,|l, =0.

Beweis. Fiir die im Beweis von Satz 7.30 konstruierte Folge (¢,) gilt offen-
sichtlich |t,| < |f] V n» € N und lim¢, = f p-fii. Daraus folgt kla-
n

rerweise ||tul, < [[fll,, 1 < p < oo und |f—t,|" < (2[f])” sowie
lim|f —t,|” = 0 p~fii fir 1 < p < co. Somit impliziert der Satz iiber die
Konvergenz durch Majorisierung lim || f — ¢, ||, = 0 fiir 1 < p < o0.
Ist p = oo, so konvergieren die ¢,, bekanntlich gleichmél3ig gegen f, sodass
in diesem Fall lim || f — ¢,,[|oc = O trivialerweise gilt.

n

Lemma 13.38. Ist (£2,8, 1) ein Mafsraum, p € (1,00) und q := z%’ d.h.
% + é =1, so wird zu jedem g € L, (12, S, ) durch

1,0 = [fodn, FeL (@6 (13.23)
ein beschrdnktes, lineares Funktional auf L, (£2, &, p) mit || T,|| = ||g|| definiert.

Ist u o-endlich, so gilt die obige Aussage auch fiir p =1 und g = .

Beweis. Ist p = 1,q = oo, f € Lj und g € L, so gilt offensichtlich
[ To(H < [1f1 gl de < [1f1 gl div < Nlgllsc 1 flln = Tyl < llglloo -

Um ||T]| > ||g9]|l~ zu zeigen, nehmen wir zundchst ;({2) < co an. Dann sind
die Funktionen gys := (sgng) 1jg>am], M > 0 wegen [gy/| < 1 integrier-
bar, und es gilt [gas| = 1[|gj>ar7 , SOWie ||gar]l1 = p(|g] > M ). Daraus folgt



