4. Ubung aus MaRk- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Man zeige, dass das Null-Eins-Gesetz von Hewitt-Savage i.A. nicht gilt,
wenn die Zufallsvariablen zwar unabhéngig aber nicht identisch ver-
teilt sind.

Gegenbeispiel: Sind X ~ B, 1,X,, ~ B1 V n > 2 unabhéngig, dann
’2 2
ist A:=[X,, € {0,1} Vn e N]symmetrisch, aber es gilt
3
P(A)=P(X;:<1)= T
2. Fiir eine Folge (X,,) unabhéngig, identisch verteilter Zufallsvariabler

beweise man, dass mit 5, := Z X; gilt P (hm sup[Sy, = O]> e {0,1}
i=1

und limsup S,, = ¢ P-fs. mit c € R.
n

Lésung: lim sup[S,, = 0] ist offensichtlich symmetrisch, sodass aus dem
n

0-1-Gesetz von Hewitt-Savage P <lim sup[Sy, = 0]) € {0,1} folgt.

lim sup S, ist symmetrisch, also messbar beziiglich der o-Algebra der

symmetrischen Ereignisse, und diese ist trivial.

3. X1, Xy, X3 seien unabhangig und identisch verteilt nach Uy ;. Man be-
stimme die Verteilung von X; + Xo + X3s.
Losung: Aus fx,1x,(t) =t1p1 +(2—1) 112 und fx, () = 1)y folgt
fx (2 —1) fx,4xs(t) #0 fiirO <t<2undz—-1<t< 2 Somit gilt
h(z) = fx, * fx, % fxs(2 f( 1) fxl — 1) ot x5 (1) d.
Fiir 0 < z < 1 gilt daher h(z) = [ tdt =
Fir 1 < z < 2 gilt

1 z 12 1 £2\ |7 3
h(z):/ tdt+/(2—t)dt: +<2t—) =3z—2%2— .
21 1 211 2/)h 2
Fir 2 < z < 3 gilt
2 42 2 _
h(z):/ 2—t)dt= (2¢t— _ 20249
z—1 2 z—1 2
4. X1,...,X, seien n unabhéngige nach Ez, verteilte Zufallsvariable.

(a) Man bestimme die Dichte von S,, := X1 + ...+ X,,.



(b) Man berechne P(S,, > t).

(c¢) Eine Maschine enthilt einen Verschleif3teil, dessen Lebensdauer
Ex, verteilt ist. Der Teil wird bei einem Ausfall sofort ersetzt. Wie
groBd ist die Wahrscheinlichkeit dass der Teil in der Zeitspanne ¢
genau n-mal ersetzt werden muss?

Hinweis: Suchen Sie eine Rekursionsformel fiir P(S,, > t), und be-
achten Sie, dass gilt [S,+1 > t] = [N; < n], wenn N, die Anzahl der
Ausfélle im Zeitintervall [0, ¢] ist.

Losung:

@ S, ~ ET?’L,T ( Ern;r = F(n, %) )
Fir X ~ Ez,und Y ~ Er,_;, gilt

z
n—1,n—2

—7(z—y) T -7
fX-i-Y(Z):/Te (=) (n_y2)' e ydy

z

e~ TZ B 7.nzn—l 3
:(’)’L—2)|/yn 2dy: n eTZ7d.h.X+YNE7'n7T.
0

(b) Mit Hy(x) i= P(S, > x) = [ Tty o7 dt gile

T

00
n+1 n
Hn+1($‘) _ / T e—'rt dt

n!
X

Tn—i—l tn e—Tt

nlrT

n! (n—1)! n!
n—1 i
Daher gilt H,(z) = 5. T e7x
=0

(c) Wegen P(N; < n) = P(Sp4+1 > t) gilt

= Hn-l—l(t) - Hn(t)) = (Tnt') ef‘rt d.h. Nt ~ PtT-

5. Man zeige, dass fiir unabhéngige Zufallsvariable X, Y mit den Vertei-
lungsfunktionen F,G aus Fl(x —¢) < F(z+e) NG(y —¢) < G(y + ¢)
fiir alle € > 0 fiir die Verteilungsfunktion H ihrer Summe X + Y folgt

Hz+y—¢)<H(x+y+e) Ve>0. (1)

2



Weiters zeige man
F (z)<Fz)NG_(y) <G(ly) = H_(x+y)<H(x+y). (2)
Beweis: Aus  [|[X —z| < SN[V —y| <] C[[X+Y —z—y| <]
folgt
P X4+Y —-z—y|<e)>H(zx+y+e)—H(x+y—e)

- (P(r3) P 3) (@ e5) -0 5) 0

Aus [ X +Y =z+y] 2 [X =z|N[Y =y] folgt
H(z+y) - H_(z+y) = [F(z) - F_(2)] [G(y) - G-(y)] > 0.

. Man zeige, dass fiir unabhéngige Zufallsvariable X , Y mit den Vertei-
lungsfunktionen F', G die Summe S := X +Y eine stetige Verteilungs-
funktion H besitzt, wenn F oder G stetig ist, und dass aus PX ! < \
oder PY~! <« \folgt PS™1 <« \.

Beweis: Sei F' stetig, dann gilt PX‘I({x}) =0 V€ R.Daraus folgt
H(x) — H(x) (e} = L PY T ({a})
= [ Px ) - PY ) = [ PXN (- ) PY ) = 0.

Ist PX~! < A und \(A4) = 0, so gilt wegen der Translationsinvarianz
von \ )\(A y) =0 VyeRéPXf%A—y)zOVyGR.Somit
gilt PS~1(A) = [ PX (A —y) PY Ydy) = 0.

. Man bestimme die Faltungsdichte von zwei unabhéngigen Cauchy-
verteilten Zufallsvariablen X , X,. Damit berechne man die Verteilung

von Xon := 2% > X;, wenn die X; unabhéngig, Cauchy-verteilt sind.
i=1
1 1 1 52 25 (s—t) 2st
1+(s—t)2 1+t — st+4s2 1+( t)2 + 1+(s—t)2 +1 t2 + 1+t2} ’
und integrieren Sie zundchst iiber [~z , z] mit z — oco.

Hinweis:

Losung: Die Richtigkeit der obigen Beziehung folgt aus

352 —2st 524+ 2st

1+ (s —t)2 e
357 —25t+ 3572 =25t + 2 + 25t + (2 4+ 2st) (s —1)?
B (14 (s—1)?) (1+12)
45243522 2513 + 5% (s* — 25t + %) + 25t (s? — 25t + 1?)
B (1+(s—t)2) (1+12)
B 452435212 —2st3 451 — 253t 4+ 212+ 253t — 45212 + 2513
B (1+(s—1)2)(1+12)

s+ 452

T A+ -0 1+ ®




Aus (3) folgt

x

1
(s + 45 / tEarEnErrentl

—x

[ 52 i 2s(s—1t) [ [ 2st
= [ ————dt Lt ——dt ——dt
/1+(s—t)2 +/1+(s—1t)2 +/1+t2 +/1+t2 S

—X —T —Z —X

Da 1 symmetrisch um 0 ist, gilt

T

2st
——dt=0.
/1—|—t2
—X

z:=s—tfihrtmitm:= |z —s|Alz+s|, M :=|x—s|V|z+s|zu

[ 2s(s—1) ar T2 I
s(s—t sz sz sz
/1—1—(3—t)2 /1+z2 : /1—1—22 Z+/1+22 :
—x sS—x —m m
M o2
252 9 2 1+
= / T2 dz = s[log(1 4+ M*) —log(1 4+ m”)] = s log (1—|—m2>
—-m
: e Ly Lt(z—s|Viz+s)?
Das konvergiert gegen 0, da gilt zlin;o T (z=s|Alots)? = 1
x
5” 2 2
/1—1—152dt = s” arctant|”, — 7s”.
—X
Mit z := s — t gilt
T T+Ss
/52 dt = / 872 dz = 5% arctant|*T5 — 7 5?
1+ (s —t)2 1+ 22 8=z '
—T S—T
Aus (4) und den obigen Gleichungen folgt
1 27 s? 2

xS (s) _/772(1 TG D) T R v a) A (A

Aus dem Transformationssatz folgt nun mit z =
4 1

T r@2+4) w(22+1)

fX1-2FX2 (2)

d.h. % ist Cauchy-verteilt. Damit folgt durch vollstdndige Induk-
tion, dass auch Xo» Cauchy-verteilt ist.



