6. Ubung aus MaB3- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Ist (f,) eine Folge monoton wachsender Funktionen auf [a, b], fiir die
gilt f(x) :=>_ fu(zr) e R V€ la,b], so zeige man, dass

(a) Z f7/1 S f/ )‘_fﬁn
(b) fiir die Teilfolge der Restsummen r,,, := Y. f, mitr,, (b) < 2=k

n>ng

V k € N gilt Xk: Ty, < 0o Afii (was folgt daraus fiir lilgn Tre s
@ X fu=1r" Mi.

Lésung 1:  Man kann o0.E.d.A. annehmen f,(a) = f(a) = 0, da man
ansonsten f,, durch g,(x) := f,(x) — f,(a) ersetzen kann.

ad la. Da die r, auf [a,b] monoton wachsend mit r,(b) < f(b) < oo
sind, sind sie A-fii differenzierbar mit »/, > 0 A-fii. Somit folgt

n n n
aus f = Y fi+ryauch f/ =3 f/ 47, > > f/ ¥neN Das
=1 =1 =1

impliziert ) f/ < f' A-fii.

i=1
ad 1b. Da gilt r(x) ::Zrnk(a:)gz ()<22 F<ooVaelab]
k
folgt aus Punkt 1a. 7). <r < 00 é hmr , =0 Mfi.
k

ng
ad lc. Aus f = Z fi +rpn, und ligl ry, = 0 Afii folgt aber schlieBlich
= lim Z fi= Z fi
Lésung 2:  Beginne mit Punkt 1b.: Die r,,_ sind als Summen mo-
noton wachsender Funktionen selbst monoton wachsend und wegen
Tn, (b) < 27% gilt r,,, € BV(a,b). Daher sind sie \-fii differenzierbar

mit r;, > 0. Aus dem Satz von Lebesgue folgt f Trp AN < 1y (b) —
Tn, (@) = rp, (b) < 27%. Nach dem Satz von Levi gilt dann

b b
[Srean=3 [ <Y et <=3, <oonfu
a K kg k k

Damit gilt hin 7y, = 0. Punkt 1c. geht wie oben. Punkt 1a. ist unnotig.



2. Gegeben seien folgende Verteilungsfunktionen auf R:

0 fallsx < 0
falls 0 < o < 1 r fallsz <1
Flz)={ * =7 Gz)={ 2* falls1 <z <2
z+1 fallsl1<z<?2 5 falls ¢ > 2
3 falls z > 2 Az =

Bestimmen Sie die Lebesgue-Zerlegung von ¢ beziiglich pr sowie die
Radon-Nikodym-Dichte fl’:—g des absolut stetigen Anteils.

Losung:

1 falls0<z<1
dpc,  dug, A\ dpg, (dup\ ') 0 fallsz =1
durp — dX\ dpp  dA d\ ) 22 fallsl<xz<?2

1 fallsz =2

Das Integral dariiber gibt G.:
0 fallsz<0
x falls0<z<1
Gel) =9 22 falls1 <o <2
4 fallsz > 2
Die Verteilungsfunktion des singuldren Anteils ist
x fallsz <0
Gs(x) =G(x) —Ge(x) =< 0 falls0<x <2
1 fallsz > 2

3. Man zeige, dassauf & := {BxR: B € B } das Mall v(BxR) := A(B)
absolut stetig beziiglich (B x R) := A\2(B x R) ist, dass es aber keine
Dichte % gibt. Widerspricht dies dem Satz von Radon-Nikodym ?
Beweis: p(BxR)=0 = A(B)=v(BxR)=0 = v<pu.

Aber fir f =0gilt [ fdu=0+# v(0,1] xR) =1, und fiir alle
[0,1]xR
f>0.f#0 pfigilt [ fdu=oco#v(0,1]xR).
[0,1]xR
Kein Widerspruch, da x nicht o-endlich.

4. Sind (4, S;, ;) @ = 1,2 zwei o-endliche MaBrdume, so zeige man,

dassaus v; < pu; = 1,2 folgt: 11 vy K pu ® pe2, und dass dann gilt:
di®vy _ dv dvy
dpn @ pe dug dps’



Lésung: Nach dem Satz von Fubini ist

L dl/1 dV2
pAxB) = [ G @) 5o W)l ® pz)(x,y)
AxB
dUl dVQ
d d
//dm () da(w)dpr (z)
du dv
L 2 dus =v1(A)e(B) =11 @ 1n(A x B).
A du 5 dus

Also stimmt das Mal p fiir messbare Rechtecke A x B mit dem Produkt-
mal iiberein und wegen des Fortsetzungssatzes gilt daher p = v, @ vs.
Daher ist der Integrand 7 d”l . d”2 die Radon-Nikodym-Ableitung von

dQua dl/1 dl/2
Vi ® vy, d.h. dpi®ua ful dpz

Die absolute Stetigkeit folgt sofort aus der Integraldarstellung.

. Man zeige, dass selbst dann , wenn p endlich und v o-endlich ist,
aus v < u im Allgemeinen nicht folgt, dass es fiir alle ¢ > 0 ein 6 > 0
gibt, sodass u(A) <d§ = v(A) <e.

Gegenbeispiel : Auf dem Raum (N,B(N) ) ist ((A) := |A| o- endlich
und p(A) := > 27" endlich. Aus u(A) = 0 folgt A = (). Daraus folgt

neA

((A) =0 = (< p.FirA, :={ieN: i>n}\ 0, git dap
endlich ist, lim,, u(A,,) = 0. Andererseits gilt ((A,) = oo, Vn € N.

. Man zeige, dass auf einem o-endlichen MaBraum (2, &, i) jedes Maf3
v < u eine u—fii eindeutig bestimmte Dichte d” besitzt mit §~ d” < 1p-fi.

Beweis: v < u=v < = 3 %.Wegenyg ,ulstaberauchp::u—y
ein Mal3, und es gilt

p(A)=u<A>—u<A>=Zldu—Z$du=Z(1—fm> m

Also gilt 1 — —” = d# >0 p—fi = d” < 1 p—fi.

. Fiir endliche MaRe v, und v := ) v, auf dem endlichen Maffraum
n

(2,6, 1) mit den Lebesgue-Zerlegungen v, < p, vy < p, Vs Ly und

. d
Up,sLit Zeige man ve = Y vp. A vg = Zuns sowie Z ””C = d’;;.

n
Damit beweise man Beispiel 1. Punkt 1c. auf andere Art.
Losung: Sind Ny, N, € & mit u(N,) =0 V n € Ny und vg(N§) =0

o
sowie v, s(NS) =0 V n € N, dann gilt fir N := |J N, natiirlich
n=0



p(N)=0und vs(N¢) =0, v, (N¢) =0 Vn e N.Daraus folgt

Ve(A) = .(ANNC) =v.(ANN°) +vs(ANN°) =v(ANN°)
=Y U(ANN) =D (ne(ANN®) + vy (AN N°))

n

=Y Une(ANNY) = (vne(ANN) + vp (AN N)) Z”nc

n

vs(A) = v(A) — ve(A) = Z (vn(A) = vne(A)) = Z Vn,s(A)

n

Aus dem Satz von B. Levi folgt

/Zd”"c Z/d”nc =S el d) = l4) VA€,

anc — _ due

Da die Radon-Nikodym-Dichte eindeutig ist, folgt daraus Z e

Fasst man die rechtsstetigen Versionen von f,, , f als Vertellungsfunk—
tionen von Lebesgue-Stieltjes-Mal3en v, und v mit den Lebesgue-Zer-
Vn,c

legungen vy, = vy + Vps, v = Ve + v auf, dann gilt f;, = =5 und
f' = % Daraus folgt Zf’ = dfgj\*c = e — 1 \fil.

n




