7. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Beweisen Sie, dass jede rechtsstetige Funktion f € BV(a,b) die Diffe-
renz von zwei rechtsstetigen, monoton wachsenden Funktionen ist.

Losung 1: Zua < x < b,e >03§ >0: |f(x)— f(y)| < e fiir alle

y € [z,x +4d]. Istnunx = 29 < 21 < -+ < x, = b eine Partition

von [z, b] , fiir die gilt V2 f —e < 37 | f(z:) — f(2i-1)], so gilt entweder
i=1

x < x1 <z + 6 oder aber

VPf—e <> |f (@) = flai)]
=1

<|f(@+0) = f@) + [f(x1) — flx+ )| + > |f(@:) — flai)|.

=2

Man kann daher 0.E.d.A. annehmen z < 1 < x + ¢ . Damit gilt
Vof —e <|f(@) = flwo)l + D |f (@) = fl@i)| < e+ Vo f.
i=2

Mit v(y) := Vi f folgt daraus v(zq) —v(z) = V2f — Vi f < 2e.Dav
monoton steigt, gilt damit auch v(y) —v(z) <2¢ Va2 <y <z, d.h.
v ist rechtsstetig. Aber mit f und v ist auch die monoton wachsende
Funktion v := v — f rechtsstetig.

Losung 2: f € BV(a,b) = g, h N f=g—h.Dag,h monoton
sind, haben sie nur hochstens abzédhlbar viele Unstetigkeitsstellen, und
daher ist S, die Menge der Punkte in denen sowohl g als auch & stetig
sind, dicht. Sind g, h, die rechtsstetigen Versionen von g, h und ist
x € R beliebig, so gibt es x,, \ z, , € S V n € N. Daher gilt

9+(x) = hy (x) = lim(gy (25) — b (2n))
= lim(g(zn) — h(zn)) = lim f(z) = f(z) = [=g4—hy

2. Fir f: [a,b] — R beweise man die folgenden Aussagen:

(a) Stetige Funktionen miissen nicht von beschrénkter Variation sein.
(b) Stetige, monotone Funktionen miissen nicht absolut stetig sein.

(c) Gibtesein C € Rt mit |f(z) — f(y)| < Clex—y|, Va,y € [a,b],
so ist f absolut stetig.



(d) Wenn f auf [a,b] stetig ist und die Ableitung f’ von f auf (a,b)
existiert und beschrankt ist, ist f absolut stetig.

(e) Wenn f in jedem Punkt von (a,b) differenzierbar ist, muss f
nicht absolut stetig sein.

Beweis:

(@) f (x cos(T) ist auf [0, 1] stetig, aber fiir die Partition
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(b) ein Gegenbeispiel ist die Cantor-Funktion.
(c) Sind (a;,b;), i =1,...,n disjunkte Intervalle mit > (b; —a;) < 4,
i=1

so folgt daraus > |f(b;) — fa;)| < C > (b —a;) < C6.
i=1 i=1
(d) Aus dem Mittelwertsatz folgt mit z < z < y

[f(@) = fI=1f' G|z -yl < Cla—y|, Yo,y €la,b],

sodass man den vorigen Punkt anwenden kann.

(e) Nochmals f(x) := x cos(Z) istin (a,b) differenzierbar mit
f(z) = L sin(Z) + cos(Z), aber nicht von beschrénkter Variation
und damlt auch nicht absolut stetig.

3. Man nennt einen Punkt x € A C R einen Dichtepunkt von A, wenn
gilt }11{‘1%] M = 1 (\* ist das auldere Lebesgue-Maf3). Man

beweise, dass jedes A € £ bis auf eine A-Nullmenge nur aus Dichte-
punkten besteht.

Hinweis: Man kann o.E.d.A. annehmen A C [a,)], a,b € R (warum?)
MAN[a,z]) = f[aw} TadA.

Beweis:  Bezeichnet D 4 die Menge der Dichtepunkte von A, so folgt
aus A(DGN[—n,n]) =0 Vn e Nsofort \(D}) =0.
Fir A C [a,b], a,b € R ist 14 Lebesgue-integrierbar, und daher ist



F(z) := f[a,x} 14 d\ auf [a,b] differenzierbar \-fii mit F/ = 14 A-fii.

Daher gilt lim L)@ — 1 \-fii und Jim P@Peh) — 1 \fil.
Daraus folgt A\-fii auf A

MAN(z—h,z+h)) F(x+h)—F(x—h)

li = li
AN 2h AN 2h
:liml F(m+h)—F(x)+F(x)—F(x—h) iy
RN\ 2 h h

. Man zeige, dass jedes A C R bis auf eine \-Nullmenge nur aus Dich-
tepunkten besteht.
Hinweis:  Zujedem A C Rgibtesein A C B € £ mit \*(A) = \(B).

Beweis:  Wie in Bsp. 3. betrachten wir A C [a,b], a,b€R.
Da das Intervall (z — h,x + h) Carathéodory-messbar ist, zerlegt es
jede Menge additiv. Daraus, aus A C B € £ und \*(A) = A\(B) folgt

N(AN(x—h,z+h))+ X (AN(z—h,z+h)) =\(A)
=ANB)=XBN(x—h,z+h))+XBnN(x—h,z+h)°). (1)

DaACB,gilt \X*(An(z—h,x+h)) < AXBnN(x—h,zr+h))und
N(AN(z—h,z+h)) <AXBN(x—~h,r+ h)°). Dies und (1) ergibt
MNAN(x—h,x+h))=XBnN(x—h,x+h)) Vh>0.Daraus und
- A (AN(xz—h,x+h)) _ AX(BN(z—h,x+h))
ausBsp.B.folgt}lll\‘nB ( (2h ) = X (Qh ) =1 VzeDg

ey . N (AN(z—h,x+h _
und \(D;) = 0, d.h. }111{‘%% =1V 2 e AnDp und
M(A\ Dp) =0.

. Ist (2,6, 1) ein Mallraum und sind py, ..., p, Zahlen aus (1,c0) mit

L — 1, so zeige man, dass fiir alle messbaren f;, 1 <i < n gilt
=1 Di

n

117

i=1

n

< [T, - (2)
1 =1

Beweis: Falls | f;||,, = O fur ein i, so folgt daraus f; = 0 p~fui. Damit
n

gilt auch [] fi = 0, und Ungleichung (2) ist trivial. Ebenso gilt die
i=1

Ungleichung, wenn es ein ¢ gibt mit || f;||,,, = co. Wir kénnen daher

0.E.d.A. 0 <|fil,, <oco V1<i<nannehmen.

Losungl:

n
Aus 0 < a; < 1mit > a; =1und 0 < x;, 1 < i < n folgt nach der
i=1



n n
Jensen-Ungleichung log (Z Q; xz> > Z a; logx; = log (H f“) :
i=1 i=1
Da der Logarithmus monoton steigt, impliziert das

ﬁ zt < z”: o T 3
i=1

i=1
Mit «; =g und T; = df ‘”pp vV 1 < i < n ergibt Ungleichung (3)
P;
o Ifil |fil”
1;[ I fill,, — sz 1 fillp:

Integration nach p liefert

Tils, PRGN o
<g||fzum> /deu o IAE =2 5=t

=1 1:1pl

Daraus folgt sofort

.ﬁ fi| = fﬁ \fil dp < ﬁ I£ill,,
i=1 1 i=1 i=1

Losung 2: Fir n = 2 ist (2) die klassische Holder-Ungleichung. Wir
beweisen die Ungleichung nun mit vollstdndiger Induktion, indem wir
zeigen, dass sie fiir n gilt wenn sie fiir n — 1 richtig ist.

Mit g := pnl gllt + = = 1. Daraus folgt

| dp =

n—1 %
ol du<</H|fz‘|q du) 1 full,, - @
i=1

n—1 n—1
Mit r; :z%,lgign—lgﬂtz %:pf’il > pi—pn : (1——) =1.
i=1 i=1

Mit g; := |fi|? und r;, i < n— 1 folgt aus der Induktionsvoraussetzung
n—1 n—1 »i P%‘ n—1
ST < T1 (/rfirq ; du) “ L.
i=1 i=1 i=1

1
n—1 q n—1
h. < [ 1T 1£:)4 d#) ! < II IIfill,, - Eingesetzt in Ungleichung (4)
i=1 i=1

n
| du < T1 || fill,, - Damit ist (2) auch fiir n bewiesen.
i=1

6. Man zeige:

(a) Ist ¢ strikt konvex, so folgt aus Eo(X) = p(EX), also Gleichheit
in der Jensen’schen Ungleichung, X = EX P-fs.
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(b) Ist P := (p1,...,pm) ein Wahrscheinlichkeitsmal} auf {w1, ..., wn},
so gilt fiir jedes MaR Q := (q1,...,¢y) mit > ¢; < 1
i=1

% 1« 1
= pilog— <> p;log—.
i=1 pi 3 i

(c) H(P) <logm.

(d) D(P|Q) =Y. pilogZ =0 = P=Q.
i=1
Beweis:

(@) AusEp(X) = p(EX) folgt E [p(X) — p(EX) — k(X —EX)] =0.
Da fiir k € [0'p(EX), 0" p(EX)] gilt o(X) > ¢(EX)+k (X —~EX),
impliziert das ¢(X) — ¢(EX) — k(X — EX) = 0 P-fs. Aber bei
strikt konvexem ¢ gilt fiir jedes y # = und k € [0'p(x), 0" p(x)]
bekanntlich p(y) —¢(z) —k (y —x) > 0. Somit gilt X = EX P-fs.

(b) log ist konkav, daher folgt aus der Jensen-Ungleichung, angewen-

det auf X (w;) := L

mef—mef mef —D(P|Q)
=Elog X <log (Zpliz> = log (qu> <log1=0.(5)

i=1 i=1

(¢) Fiirg;:= 1 1 <4< merhidlt man H(P) <logm.

(d) Fir D(P|Q) = 0 folgt aus Ungleichung (5) log <Z qi> = 0. So-
i=1

m
mit gilt nun ) ¢; = 1. Da log strikt konkav ist, folgt aus Punkt (a)

m

m
i=1 !

X(wl) =

SIS

7. Man suche einen o-endlichen Maffraummit £, C £,V 1 < p < ¢ < oo.

Lésung: Der Raum (N ,B(N), ) mit p(n) = n ist natiirlich o-endlich.
Gilt oo > [ |f[Pdp =3 |f(n)[Pn, so muss es ein N € N geben, sodass

lf(n)] <1 Vn> N?Daraus folgt [f(n)|? < |f(n)P <1 Vn>N
und p < ¢. Somit gilt || f]lec < max{|f(1)|,...,|f(N)|,1} < oo aber



auch

N
/ frdp = S+ Y [Fm)in
n n>N
N
< S+ S 1f@)Pn < oo,
n n>N



