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1. Man zeige, dass die bedingten Erwartungen (E(X;|2(), i € I) einer
gleichmélig integrierbaren Familie von Zufallsvariablen (X;, i € I)
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) ebenfalls gleichmal3ig
integrierbar sind fiir jede o-Algebra [ C &. Weiters zeige man, dass
dann aus hm X, = X P-fs folgt hm IE(X,[2A) —E(X|A)||; = 0, dass

aber i.A. nlcht gilt hmE(X |20) = E(X|2A) P-fs, d.h. der verallge-

meinerte Konvergenzsatz von Lebesgue fiir gleichméaRig integrierbare
Folgen lasst sich nicht auf bedingte Erwartungen erweitern.

Hinweis: Bilden Sie aus der unabhéngigen Folge (X,) mit X,, ~ B1
die Folgen Y,, := (2n — 1) Xoy—1, Z, := Y, X2, und vergleichen Sie
das Konvergenzverhalten der Folge (Z,) mit dem der bedingten Er-
wartungen E(Z,,|20,(X2,, n € N)).

Lésung: Auf Grund der Voraussetzungen gilt C' := sup, E |X;| < oo

PE(X:2)] > k) < LE [E(X2)] < LEE(X||2) = LE|X)| < ¢

impliziert, dass es zu jedem § > 0 ein ks gibt, sodass fiir alle i € I

gilt P(|E(X;|0)| > ks) < 4. Daraus folgt sup f[|]E(X_|Q[)|>k6] | X;] dP < e.
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Somit gilt mit A; := [|[E(X;|A)| > ks]

|E(X;|0)] dP < /E(|XZ| |20)dP = / | X;| dP < e.
[E(X;[20)|>ks) A; A;

Aus lim X,, = X P-fs und der gleichméligen Integrierbarkeit folgt
n
nach dem Kriterium von Vitali lim E | X,, — X| = 0. Daher gilt
n

E |E(X,|2) - E(X 1) <EE(|X, - X||A) =E|X,, — X| = 0.
Fire >Oundalle2n > c. := [[] gilt i .. | ZndP =EZ, = 5, <¢,
und fir 2n < c. gilt f[Zn>C€] ZndP = [y Z,dP = 0 < ¢, dh. Z,
ist gleichmal3ig integrierbar. Aus " P(Z, # 0) = > Wln—l) < o0
folgt nach Borel Cantelli P(limsup[Z,, # 0]) =0 = Z, — 0 P-fs.

Aber, da Y,, unabhéngig von 2 := A,(X2,, n € N) ist und Xy, -

messbar ist, gilt E(Z,,|2A) = X2, E(Y,,|™A) = X2, EY;,, = Xa,,. Nun folgt

aus Z P(Xa, # 0) = 3 5~ = oo nach dem 2-ten Lemma von Borel
+

Cantelli P(hm sup[Xa, #0]) =1 = E(Z,|2) = X2, /4 0 P-fs.



2. Fiir unabhéngige Zufallsvariable X ,Y ~ B,, 0 < p < 1 bestimme
man E(X [IAN(X+Y)), E(Y|1A (X +Y)) und iiberpriife, ob diese
bedingten Erwartungen unabhéngig sind.

Losung: Mit Z := min{l, X + Y} und ¢ := 1 — p gilt klarerweise
P(Z=0)=P(X=0Y=0)=_4, P(Z=1)=p(2-p).

Aus0= [ XdP = P(Z=0)E(X|Z =0) folgt E(X|Z = 0) =0,

[Z=0]
und P(Z =1)E(X|Z=1)= [ XdP =1P((1,0),(1,1)) = per-
[Z2=1]

gibt E(X|Z = 1) = ;4 = 515+ Somit gilt E(X|Z) = 515 115y
Aus Symmetriegriinden gilt auch E(Y|Z) = ﬁ 1jz—y. Somit gilt
E(X|Z) = E(Y|Z), d.h. die bedingten Erwartungen sind sogar ident
und daher nicht unabhingig. (E[E(X|Z)E(Y|Z)] = 218 = 2

(2-p)? 2—p’
aber EE(X|Z)EE(Y|Z) = (EX)? = p?.)

3. Man zeige, dass E(Y |2, (AU €)) = E (Y|2) i.A. nicht gilt, wenn nur
die o-Algebren G(Y) und 2 unabhéngig von der o-Algebra € sind.

Lésung: Betrachte (2, &, P) mit Q := {1,2,3,4}, & := PB(N), und
P({i}) =t i=1,...,4, sowie Y := L9, A:={0,9,{2,3},{1,4}}
und € := {0,Q,{1,3},{2,4}}.

Dann gilt (YY) = {0,9Q,{1,2},{3,4}}, und S(Y) sowie 2 sind offen-
sichtlich unabhéngig von €. Aber aus 2, (2A U €) = B() folgt kla-
rerweise E(Y|,(2A U €)) = Y. Andererseits sind auch 2 und &(Y)
unabhéngig voneinander. Daher gilt E (Y[2) = EY = § P-fs.

4. Man bestimme fiir (X ,Y") ~ N(0,0,1,1, p) die bedingten Dichten und
berechne E(Y'|X) und E(o2 Y + p2|o1 X + pq) mito; > 0, i =1,2.
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Hinweis: ) 5(1=p?) -

Losung:

@ (y—pz) @ —plat iyt -2pzytptat ot 2payty
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Dabher gilt fX,Y<377 y) = \/% e 2 ﬁ e 20-r%) Da X die Rand-

12
dichte fx(x) = \/% e~ 2 hat, folgt aus der Multiplikationsregel

1 (y—p=)?

)= ——— e 201-p2)
fyix (y]z) (=)

Somit ist Y unter [X = x] bedingt N(px, 1 — p?)-verteilt. Daraus folgt
sofort E(Y|X) = p X . Die Ergebnisse fiir X|Y sind symmetrisch.

2



Da& (7)) =6"YX),giltfir Z; ;=01 X + pu1, Zo:=02Y + po
E(ZQ’Zl) = ]E(O'QY + Mz’X) = 09 E(Y‘X) + 2

pPo2
— (

= poa X+ = 5 Zy — p) + pa -

. Man zeige, dass fiir alle quadratisch integrierbaren Zufallsvariablen
X ,Y auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) und alle o-Algebren
ACCCHltE(X -E(X|€))? <E(X —-E(X|))2.

Losung: DaE(X|¢) — E(X|2) beziiglich € messbar ist, gilt

E(X — E(X|¢)) (E(X|¢) - E(x|20))
— EE((X — E(X|0)) (E(X|€) — E(X]20)) [¢)
— E[(E(X|€) — E(X[20)) (E(X|¢) - E(X[€))] = 0.

Somit gilt E[X — E(X|)]? = E[X —E(X|¢) 2+ E[E(X|¢) — E(X|21)]2.

. Man beweise, dass auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, &, P) fiir
X,Y € Ly(Q,6,P) gilt

E(X|Y)=Y P-fsAn E(Y|X)= X Pfs = X =Y P-s.
Beweis: Da Y natiirlich &(Y')-messbar ist, gilt
/Y (X-Y)dP = /Y (X—E(X|Y))dP = /XY—E(X Y|Y)dP =0.
Ebenso gilt [ X (X —Y)dP = 0. Daraus folgt

0:/(X—Y)(X—Y)dP:/(X—Y)QdP = X=Y Pdfs.

. Man beweise, dass fiir integrierbare Zufallsvariable X ,Y auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) gilt

E(X|Y)=Y PfsA E(Y|X) =X Pfs = X =Y P-fs.

Hinweis: Was folgtaus [Y <] =[X > ¢ Y <cJU[X <¢Y < fir
die Integrale von X — Y iiber diese Bereiche?

Fiir alle ¢ € R gilt
/ (X —Y)dP + / (X —Y)dP = /(X—Y)dP
[X>c,Y<c] [X<c,Y<(] [Y<¢]

_ /(E(X|Y)—Y)dP: /(Y—Y)dP:O.

[Y<c] [Y<d]



Daraus, da auf [X > ¢, Y <] gilt X —Y > O0und weil auf [X < ¢, Y >
cgilty — X >0, folgt

0< / (X —Y)dP = / (Y — X)dP

[X>c, Y <] (X <c,Y<(]
< / (Y - X)dP + / (Y = X)dP = /(Y—X)dP
[X<c,Y<(] [X<c,Y>(] (X <]
- / (E(Y]X) — X)dP = / (X — X)dP =0,
[X<c] [(X<c]
dh.0= [ (X —Y)dP.Daraus folgt schlielich fiir alle n € N
[X>c,Y<c]

1 1 1
0= / (X-Y)dP > / dP:P<X>c+,Y<c>.
n

[(X>cY<d] [X>c+t v <]

Somit gilt P (X >c+ 1Y <¢) =0 VneN,und das impliziert
1
P(X>c,Y§c)§ZP<X>c+,Y§c> =0 VcelR.
TL mn

Daraus folgt P(X >Y) < > P(X > ¢, Y < q) = 0. Aus Symmetrie-
q€Q
griinden giltauch P(Y > X) =0 = P(X =Y)=1.



