11. Ubung aus MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie
WS 2015

1. Fiir eine auf R periodische Funktion f mit f(w+ 1) = f(w) YV w € R,
die zudem auf ([0, 1],8 N [0, 1], A) integrierbar ist, berechne man

n—1
1 i
hranﬁ ZEO f (3 w).

Losung: T'(w) := (3w) mod 1 ist bekanntlich mischend und daher auch
ergodisch. Aus f(w+ 1) = f(w) folgt
f (3i w) = f(3w—|3w]) = f((3*w) mod 1) = f (Tz(w)) .

Aus dem Ergodensatz folgt daher

n—1 1 n—1
hmﬁ Zf (3'w) = hmg Zf (T"(w)) = /fd)\.
=0 1=0 0

2. Man zeige, dass fiir jede ergodische Transformation 7" auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (12, S, P) gilt

n—1

1 ,
EX =00 = lim—) XoT'=ooPfs. €8]
"o
Beweis: Aus EX = oo folgt EX~ < oo, sodass aus dem Ergodensatz
n—1
im L - i - = .. +
folgt hén - Z;) X~ oT" =EX™ < oo P-fs. Es geniigt daher X zu
betrachten.

Mit Xy := X T AN gilt wegen Xy < X

1n—1 ‘ 1n—1 A
liminf—ZXJroTZ Zlim—ZXNoT’:IEXN vV N € N.
" ni:D " ni:O

Da aus Xy X nach dem Satz von Levi folgt liJIVn EXy =EXT =
00, ist damit (1) gezeigt.
3. Man zeige mit Hilfe des Ergodensatzes, dass die relative Héufigkeit

einer jeden Ziffer 0,...,r — 1 in einem beliebigen r-adischen Zahlen-
system (r > 2) fiir jedes w € [0, 1) M\-fii gegen r~! konvergiert.



Beweis: T'(w) := (rw) mod 1 ist bekanntlich mischend und daher ergo-
“ wi €{0,...,r —1} gilt T"(w) = Y ““. Daher

i=1 i=1

41) (T"(w)), k € {0,...,r — 1} die relative Haufigkeit

disch. Fir w =

ist - Z ]1[

der Ziffer k in w, und aus dem Ergodensatz folgt - 1 Z ]l[

oT% —
=0 )

Eljx ssny = 7.

. Man zeige, dass eine malstreue Transformation 7" auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum ({2, S, P) genau dann ergodisch ist, wenn

1 n—1 »
Jim ;P (T (A)NB)=P(A)P(B) YA Be, (2

wobei 2l eine Algebra ist, die & erzeugt.

Beweis: Ist T ergodisch, so folgt aus dem Ergodensatz fiir A, B € 2

' 1 n—1 . . 1 n—1 .
lim — z%nAoT =Ely = P(4) = lim~ Z;]leT 1p = P(A)1p Pfs.
1= 1=

n—1 )
Da die % > 1,4 0T"1p gleichmilig integrierbar sind, folgt daraus
i=0
1 :
> P(T'(A)NB)=EP(A)lp=P(A)P(B) VABec

Wir zeigen nun, dass (2) die Ergodizitdt von 7" impliziert:
Iste > 0, A € 7, dann gibt es ein A, € 2, sodass P(AAA) < e. Damit
gilt auch P (T~ (A)AT‘Z(A )) < eV i.Zudem glbt es gemél (2) ein

ne, sodass mit der Bezeichnung S,(A) := Z P(T7(A)NA) gilt

‘Sn(AE) — P(A.)? ‘ <e VYn>n. Das und S (A) = P(A) (A € 7)
ergibt

‘P(A) - P(A)2| < |Sn(A) - Sn(A6)| + |Sn(A€) - P(Aa)zl
+[P(Ae)® = P(A:) P(A)| + | P(A:) P(A) — P(A)?|
< [Sp(A) = Sp(AL)| + £ + P(A.) P(AAA,) + P(A) P(AAA,) (3)



IN

n—1 n—1
P (T /(A)AT(A) + % 3" P(AAAL) < 2.
=0 =0

<

Eingesetz in (3) ergibt das |P(A) — P(A)?| < 4e = P(A) =0V
PA) = 1.

. Ist 2 eine Algebra mit & = 2(, (), so sind die Punkte 5a. - 5c. 4qui-
valent:

(a) T ist ergodisch.

n

n—1
(b) P— lim L S 140T"=P(A) VAcH,
n— 00 i=0

(© ILm%ZBAoTi:P(A) P-fs VAcA.
n—ee =0

Beweis:

n—1 .
5a. = 5b. Aus dem Ergodensatz folgt lim X > 1 07" =FEl, =
n— i=0

n

n—1 )
P(A) P—fs. Daher gilt auch P — lim LSY 10Tt = P(A).
nreo =0

n

n

5b. = 5c. Ausdem Ergodensatz folgt lim = T:;: 10T = E(14]7). Pfs.
Daher gilt auch P — nlg]go% :L_i; 14 0T! = E(14|7). P-fs. Da
nach Punkt 5b. gilt P — nlgr;() % nz—:: 14 0T" = P(A) folgt daraus
P(4) = E(1.4]3). Somit gilt lim 1 ";: 140T = P(A).

n—1 .
5c. = 5a. Ist B € 2, so folgt aus 5¢. lim L Y 1,071 =

n—1
P(A)1p. P—fs. Damit gilt lim LS P(T(A)NB)=PA)PB) YABE
e =0

2(. Das impliziert nach Beispiel 4 die Ergodizitidt von 7.



6. Man beweise, dass 2 Wahrscheinlichkeitsverteilungen P, Q auf einem
Messraum (£2, S) entweder {ibereinstimmen oder singuldr zueinander
sind, wenn es eine Transformation 7" : (Q2,6) — (2, &) gibt, die be-
zliglich beider Verteilungen maf3treu und ergodisch ist.

Beweis: Ist P # (), so existiert ein A € G, sodass P(A) # Q(A). Aus
dem Ergodensatz von Birkhoff folgt, dass es ein NV € G mit P(N) =0

n—1
gibt, sodass fiir alle w € N° gilt lim 1 > 14 0 T%(w) = P(A4) # Q(A).
" i=0
n—1
Daraus folgt N¢ C {w: lim 1 3" 140T%(w) # Q(A)} = Q(N°¢) =0,
=0
n—1
daauch giltlim1 > 1,407 (w) = Q(A) Q-fs,dh. P#Q = P L Q.
"o i=0

7. Ist (2, 6) ein Messraum und 7" : (2,8) — (2, 6), so zeige man, dass
die Menge P der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (2, &), fiir die T’
maldtreu ist, konvex ist. Weiters beweise man, dass 7T fiir P € P genau
dann ergodisch ist, wenn P ein extremer Punkt von P ist, d.h. es gibt
keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen Py # P, € P und a € (0,1),
sodass P =a Py + (1 — «) Pi.

Beweis: Aus Py(T~1(A)) = Py(A) und P, (T-1(A)) = Pi(A) folgt na-
tiirlich a Py(T~1(A))+(1—a) P (T~ Y(A)) = a Py((A)+(1—a) Pi(A) Yace
[0, 1]. Somit ist P konvex.

Ist T beziiglich P nicht ergodisch, so gibt es ein A € J mit 0 < « :=
P(A) < 1. Die Verteilungen P4(B) := @ und Pyc(B) := P(A'NE)

-«
liegen in P, denn Py(T~!(B)) = P(AW;_I(B)) — P(T_I(A)aﬂT‘l(B)) _
PAOB) _ p,(B), analog gilt Pac(T~(B)) = Pac(B), und Klarerwei-

se gilt P = a Py + (1 — a) Pye.

Ist 7" umgekehrt ergodisch beziiglich P und gilt P = a Py + (1 — a) P,
fir 0 < a < 1, so ist T auch ergodisch beziiglich Py und P;, denn
aus P(A) = 0 folgt Py(A) = 0 A Pi(A) = 0, und aus P(A) = 1 folgt
Py(A) = Pi(A) = 1. Aus A € T folgt also Py(A), Pi(A) € {0,1}. Daher
gibt es zu jedem B € & Mengen N Ny mit P(N) = Py(Ng) = 0,

n—1 n—1
sowie lim1 Y 1p0T%(w) = P(B) firallew € N°und lim1 Y~ 1g0
" i=0 " i=0
Ti(w) = Py(B) YV w € N§. Aus P(B) # Py(B) miisste daher folgen
N§ C N = P(N§)=0 = Py(N§) = 0. Dies widerspricht Py(N§) =
1. Analog gilt P,(B) = P(B) VBe€ & = Py=P;.



