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1. Man zeige, dass fiir eine Folge (X,,) nichtnegativer, unabhéngig iden-
tisch verteilter Zufallsvariabler mit EX,, = 1 und P(X,, = 1) < 1 gilt

(a) <H Xi, 6(Xy,..., Xn)> ist ein Martingal,
i=1

n
(b) Firy, := ] X; existiert Y =limY,, P-fsundes gilt EY <1,
i=1 n

(9] hm InY, =c<0 P-fs,
(d) Y:OP-fS.

Hinweis: P(Y > ¢) > 0 fiir ¢ > 0 steht im Widerspruch zu Punkt c.

@ Y, := H X, ist beztiglich G,, := &(X1, ..., X,,) messbar, und da

gilt 6 C &,+1, bilden die G,, eine Filtration. Weiters gilt
E(Yn4+1/6,) = VL E (X0h1|6,) = YL EX, 1 =Y,

(b) Y = limY,, P-fs folgt aus dem Konvergenzsatz von Doob, und
n
das Lemma von Fatou ergibt EY < liminfEY,, = 1.
n

() Aus InX; < X; — 1 folgt (InX;)t < (X7 — 1)*. Daher gilt
E(lnX1)+ <EXi <. = dEInX;.Aus X;—1—-InX; >0
folgt 0 <E(X1—1-InX;) =EX;—1-EInX; = —E In X;. Aus
Eln X; = 0 miisste folgen X; —1—In X; = 0 P—fs. Das gilt nur fiir
X1 =1 P-fs. Wegen P(X,, = 1) < 1 gilt somit Eln X; = ¢ < 0,
und aus dem GGZ folgt schlieRlich

1 1 &
lim—lnYn:hm—ZlnXi:ElnX1:c<0P—fs.
n n n n i:l

(d) Fir ¢ > 0 gibt es ein M > —oo, sodass auf A := [Y > ¢]
gilt InY > M . Da der Logarithmus auf A stetig ist, folgt aus
Y, — Y auch lim InY,, = InY. Damit aber gilt fiir alle w € A

hm LY, (w )—hm nY(w) > hmM =0 = P(A) =0,da
nach Punkt (c) gilt P(hm InY, < 0) = 1. Somit gilt Y = 0 P—fs.



2. Aus einer Urne, die zunichst eine schwarze und eine weif3e Kugel ent-
halt wird immer wieder eine Kugel zuféllig gezogen und durch 2 Ku-
geln der gleichen Farbe ersetzt. Sei X, die Anzahl schwarzer Kugeln
in der Urne vor der n-ten Ziehung und Y;, := = ihr relativer Anteil

n+1
(dh. X; =117 = %). Man beweise nun,

(a) dassgilt P(X, =k)=2, 1<k<n,
(b) dass (Y, ,8(Y1,...,Y,)) ein Doob-Martingal ist,
(c) dassfir Y :=1limY,, gilt Y ~ Uy .

(a) vollstdndige Induktionn =1: P(X;=1)=1.
n—n+1l: Seik=1:

P(Xps1=1) = P(X,=1)P(Xp41 = 1|X, = 1)
L, 1 \_ 1
on n+l) n+1’
Seik=n+1:
P(Xpt1=n+1) = P(X,=n)P(Xp+1 =n+1X,, =n)
1 n 1

ﬁn—}—l:n—kl'
Seil<k<n+1

P(Xpt1=k)=PX,=k—1)P(Xp41 =kl X, =k —1)
+P(X, =k)P(Xpt1 = k| X, =k)
RO A S e S
T n n+1 nn+l n+1’

(b) Die 5, := 6&(Y1,...,Y,) = 6(Xy,...,X,) bilden eine Filtration,
und es gilt E(Y,+16,,) = E(Yo11|Xn, ..., X1) = E(Yoq1]X0),
wobei E(Y,11]|X,, = z) = fl—ﬂ T+ (1-2)=2 =y, Also
gilt E(Y,,11|6,) = Y,. Wegen |Y,,| < 1 V n € N sind die Y,
gleichméfig integrierbar und bilden daher ein Doob-Martingal
Y, =E(Y|S,) mitY =1limY, P-fs.

(c) Mit F,,(y) := P(Y, <y)und F(y) := P(Y <y) folgt aus (a)

F, Kk =P Xn < k :ﬁ
n—+1 n—+1 n—+1 n

ly(n+1)]

= F(y) = und liTILnFn(y) =y Vye(0,1).



Da einerseits gilt [Y,, < y —¢] \ [|[Yn — Y| > ¢] C [Y < 9],
andererseits [Y < y] C [V, < y+¢]U]Y, — Y| > ¢] und
mP(|Y, —Y|[>¢e)=0 Ve>0,folgt nun

y—e=lmF,(y—¢e) < F(y) <limF,(y+e)=y+e Ve>0.
Alsogilt P(Y <y)=F(y) =y,dh. Y ~ Uy, .

3. Ein Spieler beginnt mit einem Startkapital Sy := 1 zu spielen. Ist S,,_;
sein Kapital nach n — 1 Runden, so kann er in der n-ten Runde einen
Anteil 0 < B,, < 1 seines bisherigen Kapitals einsetzen, wobei er un-
abhéngig von den bisher gespielten Runden mit Wahrscheinlichkeit
p € (0.5,1) einen Gewinn in doppelter Hohe seines Einsatzes erhélt
und mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p leer ausgeht (der Einsatz ver-
bleibt in beiden Féllen beim Spielbetreiber). Bezeichnet X,, den Aus-
gang des Gliicksspiels der n-ten Runde (X,, = 1 bedeutet, dass der
Spieler gewinnt, und X,, = —1, dass er verliert), so nimmt man an,
dass der Spieler seinen Einsatz B,, nur auf Grund der bisherigen Aus-
gange X1,...,X, 1 festsetzen kann, dass die B,, also vorhersagbar
sind beziiglich der Filtration &,, := &(X1,...,X,). Man zeige, dass,
dann (Yn := log g—g —n(log2—H(p,1—p)) ,6n> ein Supermartin-
gal ist und deshalb gilt E log g—g < n(log2 — H(p,1 — p)). Kann man
die B,, so wahlen, dass das obige Supermartingal zum Martingal wird?

Welche Strategie sollte der Spieler verfolgen?
Wegen log g—g = log % = log 22, + log Sg—gl gilt offensichtlich
Y, i=log 52~ +H(p,q)—log 2+Y, 1 = log (5% ) + H(p, )+ Y, 1 .

Daraus folgt, dass fiir alle 7' := (21,...,2,_1) € {—1,1}"" ! gilt

E(KJY?J:jﬁ*>

1+ B, X,

Tpt o f") T H(p.g) + Yo (227

1+ Bn(#77! ! -
:plogn;l)—kqlog n2( L )+H(p,q)+Yn_1(fiL 1)
148, 1=Ba(@ )
:plog++qlog ; + Y5, (2] 1)
1

p
1+ By (a7
=—D<m®'< gl )
Daher ist Y,, ein Supermartingal bzw. genau dann ein Martingal, wenn
die relative Entropie verschwindet, also gilt B,,(Z}~') = 2p — 1. Das
ist auch die beste Strategie.



4. Man zeige, dass fiir ein Martingal (X, ,%,,) mit sup E |X,| < oo gilt:
neNp

(@) 3Y, = lil?n E(X;"|2,) P-fs Vn,und (Y, ,2,) ist ein Martingal.

(b) (X,,) ist darstellbar als Differenz 2-er nichtnegativer Martingale.

Beweis: (X,I,2,,) ist ein Submartingal Daher gilt fiir festes nund k£ > n
E(X} 12) = E(B(X,  [2)[2) > B(X;2,).

Somit gilt E(X,F|2,,) Y, = lim E(X;"|2,). Y, ist A,-messbar, und

aus dem Satz iiber die Konvergenz durch Monotonie folgt

EY,, = h]?lEE(X,j\mn) = 1i]£nEX,j <supE|Xy| <00 = Y, € L.
n

Konvergenz durch Monotonie fiir bedingte Erwartungen impliziert
E(Yn41|2n) = E(E;I%E(X;‘Q[n—&-l)m[n)

= lim E(E(X] A 1)[2n) = Im E(X;|2,) =Y, P,

k>n
Somit ist (Y;,,%,,) ein Martingal.
Wendet man das obige Ergebnis auf (— X, ,2l,,) an, so sieht man, dass
auch (Z, ,2(,) mit Z, := lil?n E(X, |l,) ein Martingal ist.
Punkt ??. folgt nun aus
Y, — Z, = im E(X;"|A,) — lim E(X, |2A,)
k>n k>n

—}JSL(E(XR 2,) — E(X, [2%,)) g%E(kan) ]lclglan X

5. Man beweise mit Hilfe von Ergebnissen der Martingaltheorie Kolmo-
goroffs 0-1-Gesetz, dass die o-Algebra der terminalen Ereignisse trivial
ist, wenn die Zufallsvariablen X,, unabhingig sind.

Hinweis: Man betrachte E(14|6(X1,...,Xy).

Lésung: Die 2,, := &(Xy,...,X,) bilden natiirlich eine Filtration.
(E(14]Ay),2,) mit A € S = S(X; : i > n)istein Doob-Martingal,

n
sodass mit Ao, 1= |JA, gilt imE(L4|2,) = E(14]Asc) = 1 4.

Da 1 4 unabhéngig von 2, ist, gilt E(1 4|,) =El4 = P(4A) Vn e N.
Daraus folgt 14 = E(14|2x) = ImE(14|2,) = P(A). Somit gilt
P(A)=0V P(A) =1.

6. Sind die Z; ~ B unabhingig, so kann man X; := 271 (27; — 1)
2

als Nettogewinn des i-ten Spiels interpretieren, wenn man bei diesem

Spiel € 2i~! einsetzt, also in jedem Schritt seinen Einsatz verdoppelt.

4



(a) Zeigen Sie (Sn = > Xi, 6(Xy,... ,Xn)> ist ein Martingal.
i=0

(b) Beweisen Sie 7' := min{i : X; > 0} ist eine endliche Stoppzeit.
(¢) Man berechne St und ESt .

(d) Man interpretiere St,, und berechne St ,,, sowie ES7,, .

(e) Man berechne lim inf f[T>n} |Sp| dP, E|Sy,| und supE|S,| .

Lésung: Mit 2, := &6(X4,...,X,) gilt
(@ E(Sp+1|2,) = E(Sp|,) + E(Xp41|2n) = Sp + EX 1 = S
(b) [T >n] = ﬂ[X <0eA, Vn = [T <n|=[T>n] e,
T~G: N P(T 00) = lim P(T > n) :h%nzin =0.

n—2
(© St =2 Sulip—p =2 (2"‘1 - 2i> 17—, = 1. Daraus folgt
n n =1
ESy =1.

(d) Stan ist der akkumulierte Gewinn (Verlust), wenn man spétes-
tens zum Zeitpunkt n aufhort (aufhoren muss).

1, T<n
ST/\n =
—2"-1), T>n.
Da (S,,) ein Martingal ist, ist auch S7,,, ein Martingal. Daher gilt
EStan = ESTAg = ESy = 0. Direkte Rechnung ergibt tatsachlich

ESinn = P(T < n)—P(T > n) (2" — 1) = <1_ 21n> 2 2;1 ~0

—hm L _1,

n—1
(e) hmmff o 19nl dP = hmmf— ’— S 27 7

Wegen | X,,| > |S,,—1| und da Sn_1 und X unabhanglg sind, gilt

E[Sn| =E[X, + Sp-1]| = / Xy + Sp_1dP — / X, + S,_1dP

[Xn>0] [Xn<0]

/|X ’dP—i—/Sn 1dP </ (X, >0] dP—/]l[Xn<0} dP>
/|X |dP+/Sn 1dP (-) /|X | dp =2""1,

Somit gilt supE|S,,| = o0

7. Ist (Xp)nen eine unabhéngige Folge mit X,, := 2Y,, — 1, Y,, ~ B,

2
Xo:=0, 5, := ) X, sozeige man, dass 7, := inf{n : S, ¢ (—a,b)}
i=0



fiir a, b € N eine endliche Stoppzeit zur Filtration 2, := 6(X4, ..., X,)
bildet. Weiters berechne man ES;, , und P(S;, , = a).

Hinweis: Was konnen Sie aus [X; = -+ = X1 = 1] C [15 < b+ a
fir P(7,5 > k(b + a)) schlieBen? Zudem sehe man sich (S-, ,an)nen

genau an.

Lésung: Aus P([)?f*b =1]) = 27+ < P([r,, < b+a]) folgt zunéchst
P([1ap > b+a]) < (1— 2*(““’)) Aus der Unabhingigkeit der X,, und

wegen [1, > k (b+a)] C ﬂ { l’:}rb(ﬂb) = 1} impliziert das
=0

1 k
P([1ap > k(b+a)]) < (1 - 2(a+b)> =0 = P([rap < o0]) =1.

Da (S,,%,) ein Martingal ist, ist auch (S, ,an,%l5) ein Martingal, fiir

das gilt 0 = ESy = ES;, a0 = ES, ,an ¥V n € N. Da 7, endlich ist,
gilt lim S; , An = S7, , P—fs. Wegen [STG oan| < @V bV n impliziert das

0 =lmES;, ,nn = ES,,, = bP(S

Ta,b

=b)—a (1-P(S,,, =b).

Ta,b

Daraus folgt P(S;,, =b) = ;53 = P(S;,,=a)= b



