Zusatzblatt aus Mal3- und Wahrscheinlichkeitstheorie
Beispiele sind nicht verpflichtend

1. Man zeige, dass auf einem endlichen Maldraum (2, &, p) fiir jede Men-
ge D C Qgilt p*(D) = p(Q) < pu(d) =0 VAe & AC D
(D heilst dann ,dicke Menge“), und dass fiir dicke Mengen durch
up(AND) = pu(Ad) vV A € & auf (D,6 N D) ein wohldefiniertes
Mal} festgelegt wird.

Beweis: Aus u(Q) = p*(D) = inf pu(A)und D¢ D A € & folgt sofort

DCAe®

D C A% e S = pu(A° = p(2). Somit gilt u(A) =0 V AC De
Umgekehrt folgt aus u(A) = 0 V A C D¢ A € & fiir jedes B €
S,B D D natiirlich B¢ C D¢ = u(B° = 0 = w(B) = u?) =
pr(D) = p(Q).

Aus AND=BND, A, BeGfolgt ANB°ND=BNB‘ND ==
A\ B C D¢ Somit gilt 4(A\B) =0 = p(A) = u(ANB)+u(A\B) =
u(AN B). Analog gilt ;(B) = (AN B). Daher ist up wohldefiniert.
Aus ) = (AnD)Nn(BND) =AnBnNDfolgt ANB C D¢ =
u(ANB) = 0. Somit gilt up((AUB)ND) = p(AUB) = pu(A)+u(B) =
up(AND)+pup(BND),d.h. up ist ein Inhalt. i p ist aber auch stetig
von oben bei (), denn aus A, N D N\, folgt DN A, =0 = N4, C

D¢ = 0=p <ﬂ An> . Demnach gilt lim up(A,ND) = lim p(A4,) = 0.
Somit ist up ein Maf3.

2. Man beweise, dass es zu jedem A € By mit 0 < A\;(A) ein r > 0 gibt,
sodass gilt K(0,7) == {Z: ||Z|| <r} CA-A:={f—7: Z,jc A}.
Hinweis: Nehmen Sie o0.E.d.A. an, dass gilt A ist kompakt, A C U, U
offen und A\ (U) < 2 A\;(A) (warum diirfen diese Annahmen getroffen
werden?). Kénnen A und A + ¥ disjunkt sein, wenn gilt A + £ C U?
Beweis: Bekanntlich gilt A\;(A) = sup{\x(C) : C C A, C ist kompakt}
und My (A) = inf{\;(U) : A C U, U istoffen}. Daher kénnen die
obigen Annahmen getroffen werden. Gilt nun A + £ C U, so erhélt
man wegen der Translationsinvarianz von Ay

206(A) > M (U) 2 M(AU (A+ D) = Me(A) + Me(A+ 7)) — Me(AN (A4 D))
=2XM(A) = M(AN(A+T)) = MAN(A+T) >0 = AN(A+X) #£0.

Aberzuy € AN(A+ %) gibtes @y, ds € A, sodass § = a) ANy = ds + Z.

Daraus folgt ¥ = d; — dy € A — A.

Weiters gilt r := inf{Ha’— I;H cGeA be U¢} > 0, da A kompakt und

U¢ abgeschlossen ist. Fiir alle # mit ||Z|| < r gilt aber A+ ¥ € U =
reA—A,dh K(0,r) CA- A
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3. Istay :=(ra) mod 1 :==za— |za] mita e Q°N(0,1), z € Z, und
a®b:=(a+b) mod 1bzw.a©b:=a® (-b), a,b € R, so zeige man:

(@
(b)
(o)

(d)

(e)

0y oy = 0ppy Va,y € Z (damit gilt auch o, © ay = ap—y ).
rFYy = ap Foy;fir A= {a,: ¢ € Z} giltalso |A| = oco.

B :={az; : z € Z} und C := {a2,41 : « € Z} sind dicht in
2:=10,1).

Hinweis: Wenn man [0, 1) in die Intervalle [=2, 1) zerlegt, miis-
sen dann mindestens 2 Punkte o, < a3, in einem Intervall
liegen? Was kann man iiber die Vielfachen der Differenz d :=

gy — Qo Sagen?

w~w =wow € Aist eine Aquivalenzrelation auf  := [0, 1).
Ist F eine Menge, die aus jeder Aquivalenzklasse genau einen

Vertreter enthdlt,sogilt Q = |J E®a, und E® o, NE® oy =
TEL
() Vax+#y, wobeinatiirlich £ @ a, :={e® «a,; e € E}.

FeBNOUANFCG:= | E®az, = AMF)=0 = \(G) =1
TEZ
FeBnOQOAN FCH: =G = UE@ang = )\(F):
TEZ
0 = M(G)=1,d.h. Gund H sind ,,dicke Mengen “. des Raums

(Q,BNOQN).
Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse aus Beispiel 2 und Punkt
3c.

Beweis:

€))

(b)

(o)

(d)

Aus0 < a,®ay = (z+y)a—2z < 1IN0 < agyy = (z+y) a—[(z+
y)a) < 1mit z € Z folgt sofort z = |[(z+y)a] = Dy =
Oéx+y.

oy =0y = (x—y)a=|ral—|ya] € Z.Daaus z # y natiirlich
a € Q folgen miisste, gilt x = y. Klarerweise gilt dann |A| = co.
Von den n + 1 verschiedenen Punkten as,, 0 < x < n miissen
mindestens zwei, bspw. ap,; < ag, in einem Intervall liegen. Da-
mit gilt offensichtlich 0 < d := apy—a2, = a2y S, =, < %
mit z ;= y —z und d € B. Fiir die Punkte d < 2d < --- < [ 5] d <
1giltid— (i—1)d =dundid € B fir2 < i < |1]. Wegen
2]d<1<|i|d+dgiltauchl—[1]d<d.

Da B somit dicht ist, gibt es zu jedem w € (0,1) und ¢ > 0 einen
Punkt ag,; € (WO a) =9, (wOS a)+6) mit 6 := min{e,w,w O
a,1 —w,a©w)}. Damit gilt ag,11 = ag, Da € (w—0,w+ ),
d.h. auch C ist dicht in €.

Wegenwow=0€ A, wow =a, = w Ow=a_, und weil
ausswow =a; AN W =aqy folgt w e W’ = ag4y , ist ~ eine



Aquivalenzrelation.
weN = de€eF,wr~e = drxeZ: w=eda, = Q=

U E® ay.
T€EZ
weE®a, NE®ay = Je,feF: eDa,=w=[fDay, =

e ~ f. Da E aus jeder Aquivalenzklasse nur ein Element enthilt,
folgt daraus e = f. Aber damit gilt o, = oy = 2z = y, d.h.
r#y = Eda,NE® oy = 0.

(e) Gilt F C G und \(F) > 0, so enthélt ' — F' nach Beispiel 2 ein
Intervall (—r,r) # (. Da C dicht ist, gibt es ein ag .11 € (—r,7) C
F—-F C G- (G. Somit gibtes e ® az, > f @ agy € G, sodass
2,41 = €D gy — (f (&) Oégy). Daraus folgt 2,41 B f D agy =
ePasy = €O f =041 Dy, dhe~f = e=f =
Q3 (z4y—z)+1 = 0. Aber es gilt az,11 # 0V w € Z. Somit gilt
AMF)=0 VF CG,wasnachBsp.1\*(H) = 1 impliziert.
AusFCH=Goafogt FoaCG = 0=ANFoa)=AF).
Damit gilt auch \*(G) = \*(H®) = 1.

4. Ist (Q,2) := ([0,1),8 N [0,1)) und D C  eine Menge, fiir die gilt
A*(D) = M*(D€) = 1, so beweise man

(@ G:={CCQ: C=A,UAy A €AND, Ay € AN D}
= A (AU {D}).

(b) P((DN Bi)U(D°N By)) := 281 | AB) - g B, € 9 ist eine

wohldefinierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf &.

(c) Berechnen Sie P(D), P(B) und P(D N B) fir B € 2. Welche
Beziehung besteht zwischen 2( und { D}? Bestimmen Sie P(D|2).

(d) Ist P(.J2)(.) eine regulire durch 2 bedingte Verteilung auf &,
so gibt es eine P-Nullmenge N, auf deren Komplement N°¢ gilt
15([p, Q)IA) =14 Vp,qeQ2NQ. Daraus folgere man, dass fiir
alle w € N° gilt P({w}|2)(w) = Ly (w) = 1.

(e) Nun beweise man, dass gilt P(D|)(w) > 1 Vw e N°ND.Ist
dies mit dem Ergebnis aus Punkt 4c. vereinbar ?

Losung: 1. Man kann auch so argumentieren: 2 N D ist eine o-Algebra
auf D, 20 N D¢ ist eine o-Algebra auf D°. Daher ist & eine o-Algebra
auf Q. Da jede o-Algebra, die 2 und D enthélt auch & enthalten muss,
gilt & = 2A, (AU {D}).

2. Gemal Bsp. 1 sind Pp(B N D) := A(B) und Pp:(B N D) := A\(B)
wohldefinierte Ma3e auf 2N D bzw. 2N D¢. Daher ist P wohldefiniert
auf 6.

3.D=(DNQU(DNY) = PD)=22020 _ 1

BeA, B=(DNB)U(D°NB) = P(B) =288 _ \(p).
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BND = (BND)u(lnD) = P(BND) =28 — p(B) P(D). Daher

ist D unabhéngig von A = P(D|A) =E1p = P(D) = § P-fs.

4.[p.g) €A = P(p,q)) = P(lp,q)|2) = 1, P-fs, d.h. fiir alle

p,q € 2N Q gibt es ein Ny ; mit P(N,4) = 0 und P([p, q)[2) = 1,4

auf N, . Natirlich ist auch N := HNM eine P-Nullmenge, und auf

N¢ gilt N

P(lp,9)|A) =19 Yp,qge2nQ. €))
Zu jedem w € N¢ gibt es p, / wund g, \, w, pPn,qn € 2N Q. Damit
giltlim 1y, oy = 1y, aber auch lim P([p,, ¢,)|%)(w) = P({w}[2A)(w),
da P(.|2)(w) als Wahrscheinlichkeitsverteilung stetig von oben ist. Zu-
sammen mit (1) ergibt das P({w}[A)(w) = Ly (w) =1 Vwe N°
5. Fiir w € N°N D gilt {w} € D = P(D|A)(w) > P({w}A)(w) = 1.
Dies widerspricht P(D|2) = 1 Pfs, denn wegen 0 = P(N N D) und
P(D) = 5 gilt P(N°N D) = 1, d.h. N°N D ist keine P-Nullmenge.



