
Übung 2

1) Sei (X, d) ein metrischer Raum und c eine nicht-negative unterhalbstetige Abbildung.
Zu beweisen ist, die Existenz einer Folge {cn}n die wachsend nach c punktweise konvergiert,
wobei jede cn nicht-negativ, beschränkt und gleichmäßig Stetig ist. (Hinweis: untersuchen Sie
die Abbildung x 7→ infy∈X [c(y) + nd(x, y)]).

2) (Fortsetzung) Mithilfe von Frage (1), beweisen Sie dass die Funktion π ∈ P(X) 7→
∫
cdπ

unterhalbstetig bezüglich schwache Konvergenz ist.

3) Wir zeigen dass für meßbare Kostenfunktionen, die den Wert +∞ aufnehmen durfen, die
Kantorovich Dualität scheitern kann. Sei X = Y = [0, 1], und µ = ν = λ die Lebesgue-maße auf
[0, 1]. Als Kostenfunktion wählen wir

c(x, y) =


+∞ falls x < y
1 falls x = y
0 falls x > y.

Dann gilt:

3.i) Die Funktion c ist meßbar und nicht unterhalbstetig.

3.ii) Der Wert vom Kantorovich (primal) Problem zwischen µ, ν und mit Kosten c, gleicht 1.

3.iii) Der Wert vom entsprechenden dualen Problem, gleicht 0.

4) (Glueing lemma) Seien (X1, µ1), (X2, µ2), (X3, µ3) drei polnische Wahrscheinligkeitsräume.
Seien π ∈ Π(µ1, µ2) und π̃ ∈ Π(µ2, µ3), Kantorovich plans auf X1 × X2 und X2 × X3 jeweils.
Zu beweisen ist: es existiert eine Wahrscheinlichkeitsmaße P auf X1 × X2 × X3 so dass ihre
marginal auf X1 ×X2 gleicht π und ihre marginal auf X2 ×X3 gleicht π̃; nämlich∫

f(x1, x2)dP (x1, x2, x3) =
∫
f(x1, x2)dπ(x1, x2), ∀f ∈ Cb(X1 ×X2)∫

g(x2, x3)dP (x1, x2, x3) =
∫
g(x2, x3)dπ̃(x2, x3), ∀g ∈ Cb(X2 ×X3).

(Hinweis: der Disintegrationssatz sagt dass π(dx1, dx2) = πx2(dx1)µ2(dx2) und π̃(dx2, dx3) =
π̃x2(dx3)µ2(dx2).)
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