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ÜBUNGSBLATT 4

17) Die Folge Yi bestehe aus unabhängig und identische verteilten Zufallsgrößen auf (Ω,A,P)
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f0 bezüglich des Maßes µ auf R. f1 sei eine weitere Wahr-
scheinlichkeitsdichte bezüglich µ. Dann bilden die Likelihood-Quotienten

Ln :=

∏n
i=1 f1(Yi)∏n
i=1 f0(Yi)

ein Martingal adaptiert an die kanonische Filtration von Yi.

18) Beweisen Sie Kolmogoroffs 0-1-Gesetz, dass bei einer Folge unabhängiger Zufallsvariabler
Xn für jedes terminale A P(A) = 0 oder P(A) = 1 gilt, mit Hilfe von Resultaten der
Martingaltheorie.
Hinweis: Man betrachte IE(1A|σ(X1, . . . , Xn) ).

19) Der Prozess Xt, t ≥ 0 sei zur Filtration Ft adaptiert. Für alle beschränkten Stoppzeiten τ

gelte
E|Xτ | < ∞ und EXτ = EX0 .

Man zeige, dass dann Xt ein Martingal ist.
Hinweis: Für s ≤ t definiere man τ := s1A + t1Ac bei A ∈ Fs .

20) Man beweise, dass (Xn ∨ Yn ,Sn) ein Submartingal ist, wenn (Xn ,Sn) und (Yn ,Sn) Sub-
martingale sind.

21) Die monoton wachsende Funktion g : R+ → R
+ erfüllt limx→∞

g(x)
x

= ∞. Wenn eine Folge
von Zufallsvariablen Xn

sup
n

IE g(|Xn|) < ∞

erfüllt, dann ist Xn gleichgradig integrierbar.


